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Resumo
Neste trabalho analisamos as flutuac¸o˜es de gravidade em um defeito topolo´gico, tipo pa-
rede de domı´nio, acoplada a` uma gravidade quadridimensional em uma 3-brana no espac¸o
de Minkowski (M4) ou anti de Sitter (AdS4). Introduzimos o conceito de dimenso˜es ex-
tras, no qual abordamos o modelo de dimenso˜es extras de Randall-Sundrum, cujo modelo
descreve a gravidade em cinco dimenso˜es na presenc¸a de campos escalares dinaˆmicos em
um bulk. Depois fizemos uma correspondeˆncia entre cosmologia de branas e paredes de
domı´nios atrave´s da utilizac¸a˜o do formalismo de primeira ordem e do processo de continu-
ac¸a˜o anal´ıtica. Investigamos enta˜o as flutuac¸o˜es da gravidade na me´trica que representa
soluc¸o˜es no plano bidimensional dentro de paredes de domı´nios assintoticamente quadridi-
mensional no espac¸o de Minkowski (M4) ou anti de Sitter (AdS4) e a partir da linearizac¸a˜o
da gravidade obtemos enta˜o o potencial gravitacional referente a` parede de domı´nio na
3−brana, o qual descreve um potencial do tipo Schro¨dinger. Por fim, determinamos o
modo zero da equac¸a˜o Schro¨dinger, o qual fornece a gravidade newtoniana em quatro
dimenso˜es.
Palavras-chave: Dimenso˜es Extras, Branas, Localizac¸a˜o de Gravidade, Paredes de Do-
mı´nios.
x
Abstract
In This study we analyzes the gravity fluctuations in a topological defect, domain wall
type, coupled to a four-dimensional gravity on a 3-brane in Minkowski space (M4) or
anti de Sitter (AdS4). Introduced the concept of extra dimensions, in which we approach
the model of extra dimensions Randall-Sundrum, whose model describes gravity in five
dimensions in the presence of dynamic scalar fields in a bulk. After we make a correspon-
dence between brane cosmology and domain walls by using the formalism of the first order
and the analytic continuation process. Then investigated the fluctuations of gravity on
the metric that represents solutions in two-dimensional flat domain walls within asymp-
totically in Minkowski space (M4) or anti de Sitter (AdS4) and from the linearization of
gravity then we obtain the gravitational potential on the domain wall in the 3− brane,
which describes a potential type Schro¨dinger. Finally, we determine the zero mode of the
equation Schro¨dinger, the which provides Newtonian gravity in four-dimensional.
Keywords: Dimensions Extras, Branas, Gravity Location, Domain Walls.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A Teoria Quaˆntica de Campos surge no ı´nicio da de´cada de 1920 e envolve a
Mecaˆnica Quaˆntica com a Relatividade Restrita [1]. A partir dessa teoria o modelo padra˜o
das interac¸o˜es fundamentais explica uma grande quantidade de fenoˆmenos com precisa˜o,
no entanto, a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas para as equac¸o˜es cla´ssicas em um contexto
que envolva escalares acoplados a` gravidade incide grandes desafios a` teoria [2]. Diante
disto, a partir da de´cada de 1980 surge uma nova teoria que traz como entes fundamentais
na˜o part´ıculas, mas objetos extensos denominados cordas [3], os quais vibram no espac¸o-
tempo. A proposta da teoria e´ que toda mate´ria e todas as forc¸as prove´m de um u´nico
componente ba´sico: cordas oscilantes [4]. Acredita-se que a corda fundamental, de onde
todas as part´ıculas aparecem como modos vibrantes seja da ordem de 10−33 cm, o que
justifica a na˜o observac¸a˜o direta de sua existeˆncia [5]. Essa teoria denominada Teoria
de Cordas, e´ uma excelente candidata para uma teoria unificada de todas as forc¸as da
natureza [6], mesmo longe de sua formulac¸a˜o final preveˆ que a gravidade, a` semelhanc¸a das
outras forc¸as fundamentais, pode ser mediada por uma part´ıcula denominada gra´viton [2].
O nosso espac¸o-tempo e´ de 4 dimenso˜es (3 dimenso˜es espacias e uma dimensa˜o temporal),
na Teoria de Cordas o nu´mero de dimenso˜es do espac¸o-tempo sa˜o 10 [6].
A Teoria de Cordas, na verdade, tem cinco diferentes formas, que podem ser co-
nectadas uma a` outra por artif´ıcios matema´ticos, tornando-se faces de uma u´nica teoria:
a Teoria M. Para conecta´-las o f´ısico-matema´tico Edward Witten introduziu outra dimen-
sa˜o extra, ficando assim a teoria com 11 dimenso˜es [5]. Nesse contexto emerge a ideia de
branas ou p−branas, que sa˜o objetos extensos utilizados para fixar uma ou duas extremi-
dades de uma corda aberta em p−dimenso˜es. Dessa forma uma brana com p = 1 e´ uma
corda, com p = 2 e´ uma membrana e com p = 3 possui 3 dimenso˜es estendidas [1].
A ideia de dimenso˜es espaciais extras foi introduzida primeiramente por Kaluza
em 1921 [7] e por Klein [8] em 1926, com o objetivo de unificar o campo gravitacional e
o eletromagnetismo. Na teoria de Kaluza-Klein a dimensa˜o extra estaria compactificada
em um c´ırculo com raio da ordem do comprimento de Planck (10−35 m) de modo que o
nosso Universo vis´ıvel fosse realmente quadridimensional [1].
O conceito de dimenso˜es extras foi abandonado por um tempo, contudo tais estu-
dos foram resgatados com o objetivo de resolver o Problema de Hierarquia, que consiste
na enorme diferenc¸a entre a escala de Planck (1018 GeV) e a escala eletrofraca (103 GeV).
Na de´cada de 1980 Rubakov [9] e outros retomaram os estudos sobre dimenso˜es extras que
culminou em um dos principais componentes na Teoria de Cordas. Nesse contexto, surgem
as teorias de branas onde o Universo e´ tratado como uma hipersuperf´ıcie imersa em um
espac¸o ambiente com dimenso˜es superiores denominado de bulk. Neste tipo de modelo,
a hipersuperf´ıcie, tambe´m chamada de brana, conte´m a mate´ria e os campos quadridi-
mensionais usuais em um estado de confinamento, no entanto a gravidade e´ capaz de se
propagar na direc¸a˜o das dimenso˜es extras [10, 11]. No final da de´cada de 1990 o conceito
de mundo-brana foi utilizado por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali [12], como uma
poss´ıvel soluc¸a˜o para o Problema de Hierarquia em f´ısica de part´ıculas. Posteriormente
Lisa Randall e Raman Sundrum resolveram o Problema de Hierarquia com a inserc¸a˜o de
duas 3−branas em um espac¸o Anti de Sitter (AdS5) onde uma das branas seria o nosso
Universo e a outra conteria a gravidade [13]; Randall-Sundrum ainda exploram a gravi-
dade em uma 3−brana em um espac¸o-tempo AdS5, onde a dimensa˜o extra poderia ter
um tamanho infinito [14].
Neste trabalho analisamos as flutuac¸o˜es de gravidade em um defeito topolo´gico,
tipo parede de domı´nio, acoplada a` uma gravidade quadridimensional em uma 3-brana
no espac¸o de Minkowski (M4) ou anti de Sitter (AdS4). O estudo de defeitos topo´logi-
cos, e´ muito vasto e rico e tem uma relac¸a˜o profunda com a Teoria de Cordas [2]. Os
defeitos topolo´gicos esta˜o intimamente associados com algum tipo de quebra de simetria
no sistema f´ısico. Denomina-se defeito porque aparece em lugares onde a simetria sofre
alterac¸a˜o, e topolo´gico, pois uma descric¸a˜o exata dele esta´ nas ideias de simetria consagra-
das na topologia [15]. Paredes de domı´nios correspondem a um tipo espec´ıfico de defeito
topolo´gico [16]. As paredes de domı´nios sa˜o superf´ıcies de interpolac¸a˜o entre regio˜es se-
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paradas do potencial escalar com diferentes valores esperados de va´cuo de algum campo
escalar [17].
No cap´ıtulo 2 apresentamos um resumo dos modelos de dimenso˜es extras mencio-
nados, e suas principais caracter´ısticas. Inicialmente vamos tratar do modelo de Kaluza-
Klein, depois trataremos dos modelos ditos de imersa˜o: ADD, Randall-Sundrum I e
Randall-Sundrum II. Os modelos de Randall-Sundrum, descrevem a gravidade em cinco
dimenso˜es na presenc¸a de campos escalares dinaˆmicos em um bulk, o cena´rio mundo-brana
tem cinco dimenso˜es em uma geometria AdS (ou mesmo Minkowski), e e´ permitida a` 3-
brana ter quatro dimenso˜es do espac¸o-tempo com geometria Minkowski ou de Sitter. Este
modelo apresenta os espectros de flutuac¸o˜es gravitacionais, que consiste em um modo zero,
que da´ origem a Lei de Newton 4D na brana, ale´m de um cont´ınuo de estados de energia,
que correspondem a`s pequenas correc¸o˜es para o potencial newtoniano 4D.
No cap´ıtulo 3 abordamos, uma correspoˆndencia entre cosmologia de branas e pa-
redes de domı´nios de acordo com [18]. Para isso, consideramos a evoluc¸a˜o cosmolo´gica de
uma 3-brana na presenc¸a de um campo escalar real. Utilizamos um me´todo para resolver
equac¸o˜es de primeira ordem que satisfazem as equac¸o˜es de movimento atrave´s da escolha
do potencial do campo escalar escrito em termos de um superpotencial, em que no regime
de baixas energias o potencial escalar convencional quadridimensional de uma teoria de su-
pergravidade e´ recuperado. Veremos o modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).
Depois discutiremos o formalismo de primeira ordem em cosmologia de branas e tam-
be´m utilizando um outro procedimento, conhecido como continuac¸a˜o anal´ıtica, obtemos
soluc¸o˜es que descrevem paredes de domı´nios.
Nossa contribuic¸a˜o e´ apresentada no cap´ıtulo 4. Na primeira parte, inspirados no
modelo Randall-Sundrum, analisamos a localizac¸a˜o da gravidade em um cena´rio de di-
menso˜es extras, pore´m faremos uma abordagem em 4 dimenso˜es, cujo principal objetivo
e´ analisar as flutuac¸o˜es da gravidade na me´trica que representa soluc¸o˜es no plano bidi-
mensional dentro de paredes de domı´nios assintoticamente quadridimensional no espac¸o
de Minkowski (M4) ou anti de Sitter (AdS4) [18]. Com isto, obteremos o potencial gravi-
tacional tipo Schro¨dinger, referente a` parede de domı´nio na 3−brana. Apesar de planas,
estas paredes modificam o espac¸o-tempo ao seu redor e influenciam diretamente na loca-
lizac¸a˜o de gravidade sobre a brana [1]. Por fim, calculamos o modo zero da equac¸a˜o tipo
Schro¨dinger obtida a partir da linearizac¸a˜o da gravidade.
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Cap´ıtulo 2
Teorias de Dimenso˜es Extras
A unificac¸a˜o entre gravidade e o eletromagnetismo remota ao ı´nicio do se´culo pas-
sado. Mais precisamente apo´s a Teoria da Relatividade Geral, formulada por Albert
Einstein em 1916, a gravidade antes vista como uma forc¸a, passava a ser considerada
como pura propriedade geome´trica do espac¸o. Neste cena´rio a busca pela unificac¸a˜o das
interac¸o˜es fundamentais da natureza fez surgir as teorias de dimenso˜es extras [10].
Em 1921 Theodor Kaluza apresentou um modelo, em que o campo gravitacional
e´ unificado com o eletromagnetismo, admitindo a existeˆncia de uma dimensa˜o extra do
espac¸o-tempo. Posteriormente, em 1926, o f´ısico sueco Oscar Klein introduz algumas
modificac¸o˜es, ficando assim o modelo conhecido por Teoria de Kaluza-Klein. Nessa te-
oria, o tamanho da dimensa˜o extra e´ da ordem do comprimento de Planck (10−35 m).
Portanto a dimensa˜o extra na˜o pode ser detectada dentro da escala de energia dipon´ıvel
atualmente [10, 19].
Apo´s a formulac¸a˜o da Teoria de Kaluza-Klein, foram decobertas mais duas forc¸as
fundamentais: a forc¸a nuclear forte e a forc¸a nuclear fraca. A forc¸a eletromagne´tica foi
unificada com a forc¸a nuclear fraca com sucesso, denominada forc¸a eletrofraca. Grande
parte dos modelos de dimenso˜es extras, tenta resolver o problema entre a diferenc¸a entre as
escalas de energia das forc¸as eletrofraca e gravitacional. Para tentar resolver essa enorme
diferenc¸a entre a escala de Planck 1018 GeV e a escala eletrofaca 103 GeV, conhecido como
Problema de Hierarquia, surge as teorias de branas, onde o universo e´ tratado como uma
hipersuperf´ıcie imersa em um espac¸o ambiente, denominado bulk. Nesse tipo de modelo
a hipersuperf´ıcie, chamada membrana ou apenas brana, conte´m a mate´ria e os campos
quadridimensionais usuais em um estado de confinamento, no entanto, a gravidade e´ capaz
de se propagar na direc¸a˜o das dimenso˜es extras [10, 11, 20].
Neste cap´ıtulo iremos apresentar alguns modelos de dimenso˜es extras. Inicialmente
vamos tratar do modelo de Kaluza-Klein, que introduz a ideia inicial de dimenso˜es extras.
Depois trataremos dos modelos de imersa˜o: ADD, RSI e RSII. A principal diferenc¸a entre
estes modelos esta´ na forma de como a dimensa˜o extra e´ escondida das observac¸o˜es.
2.1 Teoria de Kaluza-Klein
Nordstron em 1914 e Kaluza em 1921 foram os primeiros a tentar unificar a gravi-
dade com o eletromagnetismo em uma teoria de cinco dimenso˜es. Nordstron assumiu um
potencial gravitacional escalar, enquanto Kaluza usou o potencial de Einstein, assumindo
que o conjunto completo das coordenadas em um espac¸o-tempo (4+1)−dimensional seria
(xµ, z) [10].
A equac¸a˜o de Einstein em 5 dimenso˜es sem o tensor energia-momento 5D e´ dada
por [21]:
GAB = 0, (2.1)
ou equivalentemente,
RAB = 0, (2.2)
onde GAB = RAB − RgAB/2 e´ o tensor de Einstein, RAB e R = gABRAB sa˜o o tensor e o
escalar de Ricci, respectivamente e gAB e´ o tensor me´trico em 5 dimenso˜es.
A auseˆncia de mate´ria nessas equac¸o˜es inspiradas por Einstein, reflete a posic¸a˜o
adotada por Kaluza de que o “universo em dimenso˜es superiores esta´ vazio”. A intenc¸a˜o
e´ explicar a mate´ria (em quatro dimenso˜es) como uma manifestac¸a˜o de pura geometria,
em n´ıveis mais altos [21].
O tensor de Ricci e os s´ımbolos de Christoffel em termos da me´trica em 5 dimenso˜es
sa˜o definidos como em 4 dimenso˜es, respectivamente da seguinte forma [22]:
Rµν = ∂νΓ
λ
µλ − ∂λΓλµν + ΓρµνΓσρσ − ΓρµσΓσνρ, (2.3)
Γλµν =
1
2
gλρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν). (2.4)
Tudo depende de uma escolha para a forma da me´trica em 5 dimenso˜es. Em geral,
se identifica a parte µν de gAB com gµν (o tensor me´trico em 4 dimenso˜es), a parte gµ4
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com Aµ (o potencial eletromagne´tico) e a parte g44 com φ (um campo escalar). Podemos
parametrizar gAB, escrevendo-o na forma [10]
gAB =
 gµν + κ2φ2AµAν κ2φ2Aµ
κφ2Aν φ
2
 . (2.5)
A assinatura da me´trica quadridimensional e´ tomada como sendo (+−−−). Uti-
lizamos ainda as unidades c = ~ = 1.
2.1.1 A Condic¸a˜o Cil´ındrica
A condic¸a˜o cil´ındrica de Kaluza exige que todas as derivadas com respeito a` quinta
componente da me´trica seja nula. Aplicando a condic¸a˜o cil´ındrica de Kaluza concomitan-
temente com as Eqs. (2.3) e (2.4), e ainda utilizando a me´trica dada pela Eq. (2.5), sendo
gµν , gα4 e g44 componentes da equac¸a˜o de campo 5D (Eq. (2.2)), encontra-se as seguintes
equac¸o˜es de campo em 4 dimenso˜es [21]:
Gµν =
κ2φ2
2
TEMµν −
1
φ
[∇µ (∂νφ)− gµνφ] , (2.6a)
∇µFµν = −3∂
µφ
φ
, (2.6b)
φ = κ
2φ3
4
FµνF
µν , (2.6c)
onde Gµν = Rµν − Rgµν/2 e´ o tensor de Einstein, TEMµν = gµνFαβFαβ/4 − Fαµ Fνα e´ o
tensor energia-momento eletromagne´tico e Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα, corresponde ao tensor
eletromagne´tico de Maxwell. Se o campo escalar φ e´ constante em todo o espac¸o-tempo
as Eqs. (2.6a) e (2.6b) sa˜o as equac¸o˜es de Eisntein e Maxwell respectivamente, dadas por
Gµν = 8piGφ
2TEMµν , (2.7a)
∇µFµν = 0, (2.7b)
onde modificamos o paraˆmetro κ em termos da constante de gravidade G (em quatro
dimenso˜es), ou seja:
κ = 4
√
piG. (2.8)
Este resultado foi obtido originalmente por Kaluza e Klein, definindo φ = 1. No
entanto, so´ e´ consistente com a Eq. (2.6c), quando FµνF
µν = 0, como foi assinalado pela
primeira vez por Jordan e Thiry [21].
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2.1.2 Mecanismo de Compactificac¸a˜o de Klein
A teoria de Kaluza, com sua condic¸a˜o de cilindro e´ apenas um dos mecanismos
pelo qual se explica a aparente natureza quadridimensional do Universo. O pressuposto de
Kaluza quanto a` existeˆncia de uma quinta dimensa˜o existe, mas na˜o traduz que grandezas
f´ısicas dependem dela. Klein explica a falta de dependeˆncia, tomando a dimensa˜o extra
muito pequena. Ele atribui duas propriedades para a dimensa˜o extra: (i) uma topologia
circular (Sl); (ii) uma escala pequena [21].
Em decorreˆncia da propriedade (i) qualquer quantidade f(xµ, y) deve ser perio´dica
com respeito a` quinta dimensa˜o da seguinte forma:
f(xµ, y) = f(xµ, y + 2pir), (2.9)
onde y e´ o paraˆmetro de escala ou “raio” da quinta dimensa˜o. Portanto, todos os campos
podem ser expandidos em uma se´rie de Fourier na forma [10]
gµν(x
µ, y) =
∑
n
g(n)µν (x
µ)einy/r, (2.10a)
φ(xµ, y) =
∑
n
φ(n)(xµ)einy/r, (2.10b)
Aµ(x
µ, y) =
∑
n
A(n)µ (x
µ)einy/r, (2.10c)
onde o ı´ndice (n) refere-se ao n-e´simo modo de Fourier. Devido a teoria quaˆntica esses
modos levam um impulso na direc¸a˜o y da ordem de n/r.
Da propriedade (ii) adve´m que: se y e´ suficientemente pequeno, em seguida, o
y-momentos, mesmo dos modos n = 1 sera˜o ta˜o grandes, quanto coloca´-los fora da expe-
rieˆncia. Portanto, apenas os modos n = 0, que sa˜o independentes de y, sera˜o observa´veis.
Tal como exigido na condic¸a˜o de cilindro de Kaluza [10, 19, 21].
2.2 O Modelo Arkani-Hamed–Dimopoulos–Dvali (ADD)
Aparentemente ha´ pelo menos duas escalas fundamentais de energia na natureza:
a escala eletrofaca (MEW ∼ 103 GeV) e a escala de Planck (MPl = 1/
√
G ∼ 1018 GeV),
onde a gravidade se torna ta˜o forte quanto a`s outras interac¸o˜es de calibre (gauges) [12].
Nas u´ltimas de´cadas, as tentativas de explicar a enorme diferenc¸a entre estas escalas de
energias, conhecido como Problema de Hieraquia, foi um dos grandes motivadores para a
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construc¸a˜o de teorias ale´m do modelo padra˜o. O modelo de Nima Arkani-Hamed, Saras
Dimopoulos e Gia Dvali (ADD), proposto em 1998, mostra que existem n-dimenso˜es
espaciais compactas de Raio R [1, 10].
No modelo ADD as dimenso˜es extras esta˜o confinadas em uma hipersuperf´ıcie
(quadridimensional) imersa em um espac¸o maior, comumente chamado de bulk, de forma
que apenas a gravidade se propaga ao longo da dimensa˜o extra. Diferentemente do mo-
delo proposto por Kaluza, cuja as dimenso˜es extras sa˜o compactas com comprimentos da
ordem de Planck, no modelo ADD as dimenso˜es extras sa˜o compactas, pore´m a escala de
comprimento pode ser submilime´trica, sem entrar em conflito com a experieˆncia [10].
2.2.1 Escala Fundamental da Dimensa˜o Extra e o Problema de
Hierarquia
No estudo de gravitac¸a˜o, a`s vezes e´ conveniente utililizar o sistema de unidades de
Planck. Nesse sistema temos treˆs unidades ba´sicas, comprimento de Planck lp, massa de
Planck mp e tempo de Planck tp definidas em termos das treˆs constantes fundamentais c,
} e G [6]:
lp =
√
G}
c3
, tp =
√
G}
c5
e mp =
√
}c
G
. (2.11)
E´ poss´ıvel obter uma relac¸a˜o entre o comprimento de Planck e a constante gravi-
tacional em um espac¸o-tempo de qualquer dimensa˜o, por meio de uma combinac¸a˜o entre
as treˆs constantes fundamentais c, } e G(n) [6],
(
l(n)p
)n−2
=
G(n)}
c3
= l2p
G(n)
G
. (2.12)
Consideremos um espac¸o-tempo em cinco dimenso˜es, com a dimensa˜o extra com-
pacta e topologia de um pequeno c´ırculo de raio l, onde o comprimento da dimensa˜o e´
igual a 2pil. As constantes gravitacionais em cinco e em quatro dimenso˜es se relacionam
da seguinte forma [6, 10]:
G(5)
G
= 2pil ≡ lc. (2.13)
onde lc e´ o comprimento da dimensa˜o extra. Observamos que as constantes gravitacionais
diferem por um fator da ordem de comprimento da dimensa˜o extra compacta. A generali-
zac¸a˜o da Eq. (2.13) para o caso em que existe mais de uma dimensa˜o extra, considerando
8
que o comprimento de todas as dimenso˜es extras e´ o mesmo, e´ dada por
G(n)
G
= (lc)
n−4 . (2.14)
A relac¸a˜o entre o comprimento de Planck em 4D (lp) e o comprimento de Planck
em n-dimenso˜es (l
(n)
p ), pode ser obtido utilizando as Eqs. (2.12) e (2.13):(
l(5)p
)3
= (lp)
2 G
(5)
G
= (lp)
2 lc, (2.15)
a qual, resolvendo para lp, obtem-se
lp = l
(5)
p
√
l
(5)
p
lc
. (2.16)
Esta relac¸a˜o nos permite explorar o fato de que o Universo, na verdade, conte´m 5
dimenso˜es com um comprimento de Planck fundamental l
(5)
p maior que 10−33 cm. Afinal,
este e´ o comprimento de Planck em 4 dimenso˜es, cujo valor e´ encontrado pela Eq. (2.11) [6].
Os aceleradores atuais exploram a f´ısica ate´ distaˆncias da ordem de 10−16 cm. Se
esta distaˆncia ou um pouco menor, e´ a escala de comprimento fundamental, para resolver
o Problema de Hierarquia, podemos escolher l
(5)
p ∼ 10−18 cm, ou seja da mesma ordem
da escala eletrofaca. Dessa forma, com l
(5)
p ∼ 10−18 cm e lp ∼ 10−33 cm, a Eq. (2.16) nos
fornece lc ∼ 1012 cm ∼ 107 km. Isso e´ mais de 20 vezes a distaˆncia da Terra a` Lua. Seria
uma grande dimensa˜o extra, que falha em produzir um cena´rio realista em 5 dimenso˜es.
Dessa forma, considerando 6 dimenso˜es do espac¸o-tempo para n arbitra´rio, as Eqs. (2.12)
e (2.14) fornecem [6]: (
l(n)p
)n−2
= (lp)
2 G
(n)
G
= (lp)
2 (lc)
n−4 . (2.17)
Resolvendo a equac¸a˜o anterior para lc, obtemos
lc = l
(n)
p
(
l
(n)
p
lp
) 2
n−4
. (2.18)
Assim, para n = 6 e l
(6)
p ∼ 10−18cm, obtemos
lc =
(l
(6)
p )2
lp
∼ 10−3cm. (2.19)
Esta e´ a distaˆncia ate´ onde as Leis de Newton foram testadas [10]. Por outro lado,
para distaˆncias menores que lc o mundo seria efetivamente de dimenso˜es superiores. Uma
forc¸a entre duas massas com 1/r4 (r e´ a separac¸a˜o), e´ consistente com a existeˆncia de
duas outras dimenso˜es extras compactas [6].
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2.2.2 Potencial Gravitacional em Dimenso˜es Extras
O campo gravitacional e´ o u´nico campo capaz de se propagar ao longo da dimensa˜o
extra [12]. Vamos discutir como a dimensa˜o extra afeta a gravidade, para isso necessitamos
obter o potencial gravitacional newtoniano gerado por um corpo de massa m em um
espac¸o-tempo com (4 + n)−dimenso˜es espaciais. Assumindo que o campo gravitacional
em n dimenso˜es e´ conservado e a equac¸a˜o de campo tem a mesma forma que a sua
correspondente quadridimensional [10].
Uma massa m′, a uma distaˆncia r  R de uma outra massa m, sentira´ a influeˆncia
de um potencial gravitacional dado pela Lei de Gauss em (4 + n)−dimenso˜es [2]:
∇2V (4+n) = 4piρm, (2.20)
onde ρm e´ a densidade de massa da mate´ria. A Eq. (2.20) tem por soluc¸a˜o
V (4+n)(r) = −Γ
[
(3 + n)
2
]
G
(4+n)
N
2pi(3+n)/2
m
rn+1
, r  R, (2.21)
onde GN e´ a constante gravitacional em n dimenso˜es do espac¸o-tempo.
Para r  R o potencial quadridimensional e´ recuperado, uma vez que as linhas de
fluxo gravitacional na˜o permeiam o espac¸o das dimenso˜es extras. Dessa forma [3],
V (4+n)(r) = G
(4+n)
N
m
rn+1
, r  R. (2.22)
Assim, obtemos
G(4+n)
G
∼ Rn. (2.23)
Considerando novamente que, as unidades em todas as dimenso˜es sa˜o as mesmas, obtemos
G(4+n)
G
=
(
l
(4+n)
p
)2+n
(lp)
2 , (2.24)
o que leva a
R ∼ l(4+n)p
(
l
(4+n)
p
lp
)2/n
. (2.25)
Como vimos anteriormente, lp ∼ 10−33 cm e l(5)p ∼ 10−18 cm, o que nos fornece
novamente para n = 1, R ∼ 107 km, valor exclu´ıdo pelas observac¸o˜es experimentais.
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No entanto, para n = 2, temos R ∼ 10−3 cm, o que resolveria o Problema de Hierar-
quia; desde que tenhamos um bulk, com duas dimenso˜es extras encurvadas da ordem de
1 mm [3]. O raio de compactificac¸a˜o na˜o e´ um paraˆmetro livre da Teoria de Cordas,
mas um paraˆmetro de um espac¸o-tempo permitido pela teoria. Trata-se de um paraˆme-
tro ajusta´vel, comumente chamado de moduli. Os campos de moduli geram forc¸as com
intensidades compara´veis a da gravidade quadridimensional usual e, chegamos a` forma
do potencial newtoniano dado pela Eq. (2.26) entre dois corpos de densidades ρ1 e ρ2 por
meio de correc¸o˜es dadas por um termo de Yukawa, que caracteriza a intensidade e alcance
da forc¸a causada pelo modulus [2].
V = −
∫
d~r1
∫
d~r2
GNρ1(~r1)ρ2(~r2)
r12
[1 + α exp(−r12/λ)] , (2.26)
onde α e´ a intensidade da forc¸a de alcance, GN e´ a constante gravitacional e o paraˆmetro
λ e´ devido ao campo modulus.
2.3 Modelos de Randall-Sundrum
Os modelos de Randall-Sundrum (RS) foram formulados em 1999 por Lisa Randall
e Raman Sundrum [13, 14] e oferece uma nova abordagem para o Problema de Hierarquia.
Diferentemente do modelo ADD, mostra que um modelo de 5 dimenso˜es na˜o e´ incompa´tivel
com os dados experimentais; pois admite que o bulk possui uma constante cosmolo´gica
negativa ajustada a` tensa˜o da brana.
Ha´ dois modelos Randall-Sundrum: o modelo Randall-Sundrum I (RSI) que con-
siste em duas branas quadridimensionais num bulk de 5 dimenso˜es, com a dimensa˜o extra
de tamanho finito e o modelo Randall-Sundrum II (RSII) que consiste em uma brana
quadridimensional tambe´m imersa em um bulk de 5 dimenso˜es, pore´m o tamanho da di-
mensa˜o extra pode ser infinito, ou seja, a dimensa˜o extra na˜o e´ compacta. Em ambos os
modelos a escala de Planck em 5 dimenso˜es e´ da ordem da escala eletrofaca [23].
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2.3.1 O Modelo RSI
Neste modelo, o espac¸o-tempo tem uma u´nica dimensa˜o extra compacta por meio
da existeˆncia de duas branas. Adimite-se que a dimensa˜o extra possui a topologia do
espac¸o localmente dado pelo orbifold S1/Z2, onde S1 trata-se de um c´ırculo de raio unita´rio
e Z2 e´ o grupo multiplicativo {−1, 1}, cuja operac¸a˜o usual de multiplicac¸a˜o de nu´meros
inteiros estabelece uma estrutura de grupo abeliano.
As duas branas esta˜o localizadas em dois pontos fixos do bulk [10]. Uma brana
com tensa˜o positiva λ1 localizada na origem (y = 0) e outra brana com tensa˜o negativa
(λ2), localizada bem na extremidade do c´ırculo, na posic¸a˜o y = piR, que representa um
comprimento total L, como ilustrado na Fig. 2.1 [24].
Figura 2.1: Orbifold S1/Z2 (extra´ıdo de [24]).
Em cada um desses pontos limites teremos um Universo em 4 dimenso˜es, como o
que conhecemos. Por analogia com branas inseridas em espac¸os com dimenso˜es superiores,
esses modelos com (3 + 1)−dimenso˜es envolvem e limitam um volume 5D como ilustrado
na Fig. 2.2 [2].
Os modelos RS foram desenvolvidos, motivados pelo Problema de Hierarquia. Nes-
ses a gravidade e´ mais forte perto da brana e diminui exponencialmente quando nos afasta-
mos dela, na dimensa˜o extra. Por esse motivo, a me´trica no bulk tem um fator exponencial
que depende da nova dimensa˜o, ou seja, a me´trica e´ func¸a˜o da coordenada extra. O fator
de empenamento (warp factor) na me´trica atenua a gravidade e corrige o Problema de
Hierarquia [23].
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Figura 2.2: Modelo Randall-Sundrum (extra´ıdo de [24]).
Empenamento da Me´trica
Esta subsec¸a˜o teve influeˆncia direta de [24]. Assumindo que a me´trica induzida na
brana e´ proporcional a me´trica de Minkowski e com a exigeˆncia de que a me´trica deve
preservar a invariaˆncia de Poincare´, temos o seguinte ansatz [13]:
ds2 = e−2A(y)ηµνdxµdxν + dy2, (2.27)
onde ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) e´ a me´trica de Minkowski em 4 dimenso˜es. A dependeˆncia
do fator e−2A(y) faz com que a me´trica seja na˜o fatorizada, ou seja, na˜o pode ser expressa
como um produto da me´trica de Minkowski em 4 dimenso˜es e uma variedade de dimenso˜es
extras. Para determinar a func¸a˜o A(y), devemos calcular as equac¸o˜es de Einstein em 5
dimenso˜es [24]:
GMN = RMN − 1
2
gMNR = κ
2TMN , (2.28)
onde os ind´ıces M e N variam de 1 a` 5. A constante κ em cinco dimenso˜es e´ definida
como
κ =
(
1
2m3
)1/2
, (2.29)
e o tensor de energia-momento e´ definido como
TMN = − 2√−g
δSM
δgMN
, (2.30)
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onde SM e´ a ac¸a˜o correspondente a` me´trica.
Calculando as componentes M = N = 5 do tensor de Einstein (Eq. (2.28)), obte-
mos [24],
G55 = 6A
′2 = − Λ
2m3
. (2.31)
Observe que uma soluc¸a˜o real para A so´ existe se a constante cosmolo´gica em 5D
for negativa, o que significa que o bulk e´ Anti de Sitter, denotado por AdS5. A partir
dessa equac¸a˜o, observamos que A e´ uma constante, denotada por k2 na forma
A′2 = − Λ
12m3
≡ k2. (2.32)
Integrando a equac¸a˜o anterior em relac¸a˜o a y, obtemos
A(y) = ±ky. (2.33)
Para conservar a invariaˆncia sob a transformac¸a˜o y → −y, escolhe-se:
A(y) = k|y|. (2.34)
Assim, a me´trica no modelo de Randall-Sundrum e´ parametrizada por:
ds2 = e−2k|y|ηµνdxµdxν + dy2, (2.35)
com −L ≤ y ≤ L.
A componente µν das equac¸o˜es de Einstein em 5 dimenso˜es e´ dada por [24]
Gµν =
(
6A′2 − 3A′′) gµν . (2.36)
Da Eq. (2.34), temos que a primeira e a segunda derivada de A, respectivamente
sa˜o dadas por
A′ = sgn(y)k e A′′ = 2kδ(y). (2.37)
O termo sgn(y) pode ser escrito como uma componente de func¸o˜es Heavisid : sgn=
θ(y)− θ(−y). A func¸a˜o delta surgiu a partir da torc¸a˜o (kink) de A em y = 0. Da mesma
forma, a torc¸a˜o em y = L da´ origem a outra func¸a˜o delta e a expressa˜o completa para A′′
e´
A′′ = 2k(δ(y)− δ(y − L)). (2.38)
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Utilizando esses resultados para a expressa˜o do tensor de Einstein, dado pela
Eq. (2.36), obtemos
Gµν = 6k
2gµν − 6k(δ(y)− δ(y − L))gµν . (2.39)
O primeiro termo e´ igual a componente µν do tensor momento-energia multiplicada
pela constante em 5 dimenso˜es de Newton,
κ2Tµν = − Λ
2m3
gµν = 6k
2gµν . (2.40)
Para o segundo termo, no entanto, deve-se levar em considerac¸a˜o as densidades de
energia das pro´prias branas, chamadas tenso˜es brana. Isto e´ feito adicionando um termo
a` ac¸a˜o para cada brana, correspondentes as tenso˜es λ1 e λ2:
S1 = −
∫
d4x
√−g1λ1 = −
∫
d4xdy
√−gλ1δ(y), (2.41)
S2 = −
∫
d4x
√−g2λ2 = −
∫
d4xdy
√−gλ2δ(y − L). (2.42)
Os termos g1 e g2 sa˜o os determinantes das me´tricas induzidas na primeira e na
segunda brana, respectivamente. As me´tricas induzidas definem as distaˆncias ao longo
das branas:
ds2 = giµνdx
µdxν
= gµν(x, yi)dx
µdxν , (2.43)
onde i = 1, 2, y1 = 0 e y2 = L. Com a me´trica dada pela Eq. (2.35), g1 = gδ(y) e
g2 = gδ(y − L), pois g55 = 1.
Para satisfazer as equac¸o˜es de Eisntein, precisamos impor a relac¸a˜o
λ1 = −λ2 = 12km3. (2.44)
Pela definic¸a˜o de k, temos ainda
Λ = − λ1
2
12m3
. (2.45)
Essas duas relac¸o˜es sa˜o consequeˆncias da exigeˆncia de que o Universo quadridi-
mensional seja plano e esta´tico.
E´ conveniente trabalhar com uma me´trica conformalmente plana. Por esse motivo
e´ definida uma nova varia´vel z relacionada com a dimensa˜o extra y atrave´s de [24]
dy2 = e−2k|y|dz2. (2.46)
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A integrac¸a˜o desta equac¸a˜o produz uma constante, que foi ajustada de modo a ter
o valor zero de y correspondente ao valor zero de z. Assim, obtemos:
k|z| = ek|y| − 1, (2.47)
e ainda temos,
e−2k|y| =
1
(k|z|+ 1)2 . (2.48)
Dessa forma a me´trica pode ser escrita como
ds2 =
1
(k|z|+ 1)2
(
ηµνdx
µdxν + dz2
)
. (2.49)
Para enfatizar o fato de que a me´trica e´ conformalmente plana, podemos reescreveˆ-
la da seguinte forma:
ds2 = e−2A(z)ηMNdxMdxN , (2.50)
onde e−2A(z) =
1
(k|z|+ 1)2 , A(z) = ln(k|z|+ 1) e usamos a notac¸a˜o x
5 = z. Dessa forma,
obtemos
A′(z) =
sgn(z)k
k|z|+ 1 e (2.51a)
A′′(z) =
2k (δ(z)− δ(z − Lz))
k|z|+ 1 −
k2
(k|z|+ 1)2 , (2.51b)
onde usamos novamente o fato de que sgn’= 2δ(z).
Se alguma me´trica gMN e´ uma transformac¸a˜o conforme de outra me´trica g˜MN ,
como por exemplo
gMN = e
−2Ag˜MN , (2.52)
o respectivo tensor de Einstein esta´ relacionado por [24]
GMN = G˜MN + (n− 2)
[
∇˜MA∇˜NA+ ∇˜M∇˜NA (2.53)
−g˜MN
(
∇˜R∇˜RA− n− 3
2
∇˜RA∇˜RA
)]
.
Nesse caso a me´trica perturbada tem a forma
gMN = e
−2A (ηMN + hMN) , (2.54)
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onde |hMN |  1. Considerando os s´ımbolos de Christoffel contido no interior das derivadas
covariantes, para n = 5, obtemos
GMN = G˜MN + 3
[
∂MA∂NA+ ∂M∂NA− Γ˜RMN∂RA (2.55)
−g˜MN
(
∂R∂
RA− Γ˜RRS∂SA− ∂RA∂RA
)]
.
Para ordem linear os s´ımbolos de Christoffel sa˜o:
Γ˜RMN =
1
2
(
∂Mh
R
N + ∂Nh
R
M − ∂RhMN
)
, (2.56)
onde ηMN foi usado para subir os ı´ndices. E´ conveniente nesse tipo de ca´lculo trabalhar
com gauges no qual as flutuac¸o˜es na˜o tem qualquer componente com a dimensa˜o extra.
De modo que [25],
hM5 = 0 , ∂µh
µν = 0 e ηµνhµν = h
µ
µ = 0. (2.57)
Com essa fixac¸a˜o de gauge o segundo s´ımbolo de Christoffel desaparece, enquanto que o
primeiro se reduz a −∂5hMN/2, dado que e´ contra´ıdo com ∂RA. Assim, a expressa˜o do
tensor de Eisntein para flutuac¸o˜es em torno da me´trica plana fica [24]:
G˜MN = −1
2
∂R∂
RhMN . (2.58)
A componente linear µν do tensor de Eisntein e´ dado por:
Gµν = −1
2
∂R∂
Rhµν +
3
2
h′µνA
′ − 3 (ηµν + hµν)
(
A′′ − A′2) . (2.59)
A componente µν do tensor de energia-momento multiplicado pela constante de
Newton em 5 dimenso˜es para a me´trica perturbada e´
κ2Tµν =
1
2m3
[−Λ− λ1eAδ(z)− λ2eAδ(z − Lz)] gµν
=
1
2m3
[−Λe−2A − λ1e−Aδ(z)− λ2e−Aδ(z − Lz)] (ηµν + hµν) . (2.60)
Utilizando as Eqs. (2.32) e (2.44), e as derivadas primeira e segunda de A(z),
dadas pelas Eqs. (2.51a) e (2.51b) respectivamente, podemos reescrever a equac¸a˜o anterior
como [24]:
κ2Tµν =
[
6k2e−2A − 6k (δ(z)− δ(z − Lz)) e−A
]
(ηµν + hµν)
=
[
6A′2 − 3 (A′′ + A′2)] (ηµν + hµν)
=
(
3A′2 − 3A′′) (ηµν + hµν) . (2.61)
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Substituindo os dois termos linearizados dados pelas Eqs. (2.59) e (2.61) na equac¸a˜o
de Eisntein, temos que a parte devido a` perturbac¸a˜o e´ dada por
−1
2
∂R∂
Rhµν +
3
2
A′h′µν = 0. (2.62)
Para resolver essa equac¸a˜o, vamos reescreveˆ-la na forma de uma equac¸a˜o de Schro¨-
dinger. Para isso, vamos reescrever hµν na forma
hµν → eαAhµν , (2.63)
onde α e´ uma constante. Assim, depois de alguma a´lgebra, as equac¸o˜es de Eisntein podem
ser escritas da seguinte forma:
−1
2
∂R∂
Rhµν +
(
3
2
− α
)
A′h′µν +
[(
3
2
α− 1
2
α2
)
A′2 − 1
2
α
′
A′
]
hµν = 0. (2.64)
Fazendo α = 3/2, ficamos com a equac¸a˜o
−1
2
∂R∂
Rhµν +
[
9
8
A′2 − 3
4
A′′
]
hµν = 0. (2.65)
Realizando uma composic¸a˜o Kaluza-Klein, obtemos
hµν(x, z) =
∞∑
n=0
hnµν(x)Ψn(z), (2.66)
onde hnµν ≡ ∂ρ∂ρhnµν = m2nhnµν . Assim, temos que
−Ψ′′n +
[
9
4
A′2(z)− 3
2
A
′′
(z)
]
Ψn(z) = m
2
nΨn(z). (2.67)
Essa e´ a equac¸a˜o de Schro¨dinger com potencial
V (z) =
[
9
4
A′2(z)− 3
2
A
′′
(z)
]
. (2.68)
O potencial dado pela equac¸a˜o anterior ainda pode ser escrito explicitamente, uti-
lizando as Eqs. (2.51a) e (2.51b). Assim, obtemos
V (z) =
9
4
k2
(k|z|+ 1)2 −
3
2
(
2k (δ(z)− δ(z − Lz))
k|z|+ 1 −
k2
(k|z|+ 1)2
)
=
15
4
k2
(k|z|+ 1)2 −
3k (δ(z)− δ(z − Lz))
k|z|+ 1 . (2.69)
Esse potencial e´ comumente denominado na literatura de potencial vulca˜o, devido a` sua
forma (veja a Fig. 2.3) [24, 25, 26].
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Figura 2.3: Potencial vulca˜o (extra´ıdo de [24]).
2.3.2 O Modelo RSII
Nesse modelo, o Problema de Hierarquia na˜o e´ resolvido, pore´m fornece um quadro
interessante para explorar os efeitos gravitacionais de uma dimensa˜o extra. O modelo RSII
consiste de uma u´nica brana e como no modelo RSI o bulk tem uma geometria Anti de
Sitter (AdS5), com simetria Z2. A coordenada y pode tender ao infinito, ou seja, ao
contra´rio do modelo anterior, o modelo RSII na˜o utiliza uma dimensa˜o extra compacta.
A me´trica e´ a mesma que no modelo RSI [27, 28]:
ds2 = e−2k|y|ηµνdxµdxν + dy2. (2.70)
A vantagem do modelo RSII reside no fato de que a u´nica brana, tem tensa˜o
positiva, ou seja, possui uma gravidade atrativa. Fazendo k = 1/l a me´trica torna-se
ds2 = e−2|y|/lηµνdxµdxν + dy2, (2.71)
onde l e´ o raio AdS. Foi mantido a simetria Z2 atrave´s da brana, que reside em y = 0. A
tensa˜o na brana e´ contra´ria a` constante cosmolo´gica do bulk que nesse caso e´ dada por:
Λ5 = −32pi
2σ2k2
3
. (2.72)
Dessa forma a tensa˜o e´
σ =
3
4pilk
, (2.73)
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onde a constante cosmolo´gica no bulk pode ser expressa em termos da curvatura de com-
primento AdS5 l,
Λ5 = −6
l
. (2.74)
A tensa˜o dada pela Eq. (2.73) assegura que a brana tem a geometria plana do
espac¸o-tempo de Minkowski. Uma vez que a dimensa˜o extra na˜o e´ compacta, existe um
cont´ınuo de massas modo KK do gra´viton 5D. No entanto, esses modos KK sa˜o suprimidos
perto da brana pela curvatura do bulk, com o resultado de que a gravidade padra˜o 4D e´
recuperada a` primeira ordem na brana [28].
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Cap´ıtulo 3
Cosmologia de Branas/Paredes de
Domı´nios
Neste cap´ıtulo, consideraremos a evoluc¸a˜o cosmolo´gica de uma 3-brana na presenc¸a
de um campo escalar real. Utilizaremos um me´todo para resolver equac¸o˜es de primeira
ordem que satisfazem as equac¸o˜es de movimento atrave´s da escolha do potencial do campo
escalar escrito em termos de um “superpotencial” de uma forma na˜o convencional. No
regime de baixas energias o potencial escalar convencional quadridimensional de uma
teoria de supergravidade e´ recuperado [18].
Iniciaremos com uma abordagem da cosmologia em seus aspectos mais ba´sicos. Ve-
remos o modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), ja´ que o princ´ıpio cosmo´logico
desempenha um papel fundamental nesse modelo. A me´trica de FRW e´ constru´ıda sobre
a homogeneidade e isotropia do espac¸o. Depois discutiremos o formalismo de primeira
ordem em cosmologia de branas e paredes de domı´nios a partir das soluc¸o˜es cosmolo´gi-
cas obtidas com o uso do formalismo de primeira ordem. Ale´m disto, mostramos como
utilizar um outro procedimento, conhecido como continuac¸a˜o anal´ıtica, para obter solu-
c¸o˜es que descrevem paredes de domı´nios a partir das soluc¸o˜es cosmolo´gicas obtidas com
o uso do formalismo de primeira ordem, estabelecendo assim, uma correspondeˆncia entre
cosmologia de branas e paredes de domı´nios [29].
3.1 A Me´trica de Friedmann-Robertson-Walker
A Cosmologia Moderna esta´ baseada em treˆs pressupostos teo´ricos: a Teoria da
Relatividade Geral, o Princ´ıpio Cosmolo´gico e o Postulado de Weyl. Em larga escala,
apenas a interac¸a˜o gravitacional se mostra relevante, por isso justifica-se a utilizac¸a˜o da
Teoria da Relatividade Geral. O Princ´ıpio Cosmolo´gico foi enunciado pelo astrof´ısico bri-
taˆnico Edward Arthur Milne em 1933, que admite um Universo homogeˆneo e isotro´pico
em largas escalas. Segundo Milne diferentes observadores, que estejam participando da
expansa˜o cosmolo´gica, devem ter a mesma interpretac¸a˜o sobre as propriedades do Uni-
verso [1]. O terceiro pressuposto da Cosmologia Moderna e´ conhecido como Postulado de
Weyl. Em esseˆncia, este postulado considera que um fluido permeia o espac¸o-tempo e que
as gala´xias se movem nele como “part´ıculas fundamentais”. Tal postulado requer que as
geode´sicas destas “part´ıculas” sejam ortogonais a uma famı´lia de hipersuperf´ıcies espaci-
ais. Isto permite que tal substrato possa ser descrito como um fluido perfeito. Apesar do
movimento das gala´xias na˜o seguirem este movimento exatamente, o postulado de Weyl
reflete aproximadamente a situac¸a˜o atual do nosso Universo [29].
O modelo geome´trico a ser considerado e´ uma generalizac¸a˜o do espac¸o euclidiano,
escrito em coordenadas esfe´ricas e corrigido por um fator de escala [1]. A me´trica que
descreve o espac¸o-tempo em larga escala e´ a me´trica de Friedmann-Robertson-Walker,
dada por [29]:
ds2 = −dt2 + a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2
(
dθ2 + sen2 θdϕ2
))
, (3.1)
onde a(t) e´ uma func¸a˜o que age como coeficiente da parte espacial da me´trica, denominada
fator de escala e k representa a curvatura da superf´ıcie de simultaneidade e define treˆs
geometrias: plana, esfe´rica e hiperbo´lica.
A geometria plana, onde k = 0, e´ baseada nos axiomas da geometria euclidiana, sua
linha geode´sica e´ uma reta. O Universo descrito nessa geometria deve ter dimensa˜o infinita
e e´ por vezes denominado Universo Plano. Atuais pesquisas observacionais apontam essa
geometria como a que mais se aproxima da geometria do Universo, diferentemente da
geometria esfe´rica que, viola os Postulados de Euclides. A geometria esfe´rica descreve um
Universo Fechado, com k = 1; os aˆngulos internos de um triaˆngulo somam mais que 180o
e o comprimento de uma circunfereˆncia e´ menor que 2pir. Linhas paralelas no equador
se cruzam nos po´los e, embora de dimensa˜o finita, esse tipo de Universo na˜o tem limites
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ou barreiras. Na geometria hiperbo´lica, onde k = −1, tambe´m na˜o-euclidiana; as linhas
paralelas sempre se distanciam umas das outras, caracterizando um Universo Aberto e de
tamanho infinito, onde a soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ menor que 180o e
o comprimento de uma circunfereˆncia mede mais que 2pir [1]. As prova´veis geometrias do
Universo sa˜o ilustradas na Fig. 3.1.
Figura 3.1: Curvatura da superf´ıcie de simultaneidade: (a) o modelo esfe´rico tem k = 1,
(b) o modelo plano tem k = 0 e (c) o modelo hiperbo´lico tem k = −1 (adaptado de [30]).
3.2 As Equac¸o˜es de Friedmann
Uma vez conhecida a me´trica FRW; independente da curvatura k, existe apenas
uma func¸a˜o do tempo (fator de escala) que determina a evoluc¸a˜o dos modelos, agindo
como coeficiente da parte espacial da me´trica. Procuraremos estabelecer equac¸o˜es que
nos permitam determinar a evoluc¸a˜o desta func¸a˜o e consequentemente, a evoluc¸a˜o dos
modelos [1]. Essas equac¸o˜es sa˜o baseadas na Teoria da Relatividade Geral e foram apre-
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sentadas pela primeira vez por Friedmann-Robertson-Walker em 1922 e obtidas a partir
das equac¸o˜es de campo de Einstein para a me´trica FRW. A equac¸a˜o de campo em sua
forma mais geral, isto e´, com o termo cosmolo´gico (Λgµν) e´ dada por [29]:
Rµν − 1
2
gµνR + Λgµν = 8piGTµν , (3.2)
onde Rµν e R sa˜o o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente (os quais
esta˜o associados ao tensor de Riemann Rρµνσ que descreve a curvatura do espac¸o), Tµν
e´ o tensor energia-momento, que descreve a distribuic¸a˜o de energia do Universo, G e´ a
constante gravitacional newtoniana e Λ e´ a constante cosmolo´gica.
Podemos ainda reescrever tal equac¸a˜o simulando o termo cosmolo´gico por meio de
um tensor energia-momento de um fluido perfeito. Com isto temos
Rµν − 1
2
gµνR = 8piG
(
Tµν + T
(Λ)
µν
)
, (3.3)
onde TΛµν = −
Λ
8piG
gµν = −ρΛgµν , sendo ρΛ a densidade de energia da constante cosmolo´-
gica.
A partir de agora escreveremos enta˜o a equac¸a˜o de Einstein da seguinte forma:
Rµν − 1
2
gµνR = 8piGTµν , (3.4)
admitindo que o tensor energia-momento Tµν inclui o termo cosmolo´gico.
Do mesmo modo que as equac¸o˜es de Maxwell revelam como os campos ele´trico e
magne´tico respondem a` cargas e correntes, a equac¸a˜o de campo de Einstein nos mostra
como a me´trica responde a` distribuic¸a˜o de energia e momento. Tal equac¸a˜o foi uma
enorme contribuic¸a˜o de Einstein, uma vez que ela possui um tensor Tµν que cumpre um
papel de fonte da energia. Quanto aos tipos de fontes, destacam-se treˆs como principais:
Mate´ria, Radiac¸a˜o e Constante Cosmolo´gica [29]. Tais fontes podem ser descritas como
fluidos perfeitos. O tensor energia-momento que descreve um fluido perfeito pode ser
escrito na forma [22]
Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν , (3.5)
onde Uµ e´ o campo de quadri-velocidade do fluido, ρ e´ a densidade de energia e p a pressa˜o
do fluido.
Sabemos que num sistema de coordenadas como´veis, as componentes da quadri-
velocidade assumem os valores [29]
Uµ = (1, 0, 0, 0). (3.6)
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Com isto, o tensor energia-momento torna-se:
Tµν =

−ρ 0 0 0
0
0 gijp
0
 , (3.7)
com o correspondente trac¸o dado por
T = T µµ = −ρ+ 3p (3.8)
Por outro lado, ao multiplicarmos a Equac¸a˜o de Einstein (3.4), pela me´trica inversa
gµν , obtemos o seguinte resultado:
R = −8piGT , (3.9)
onde R = gµνRµν e´ o escalar de Ricci e T = g
µνTµν e´ o trac¸o do tensor energia-momento,
dado pela Eq. (3.8). Substituindo o resultado anterior na Eq. (3.4), obtemos uma equac¸a˜o
para o tensor de Ricci em termos do tensor energia-momento e seu trac¸o,
Rµν = 8piG
(
Tµν − 1
2
Tgµν
)
. (3.10)
Esta equac¸a˜o e´ equivalente a` Eq. (3.4), apenas escrita de forma ligeiramente diferente.
Podemos determinar as componentes do tensor de Ricci, dado pela Eq. (2.3), uti-
lizando a me´trica FRW para calcular o tensor de Riemann. A partir de tal procedimento
se obte´m as seguintes componentes na˜o nulas do tensor de Ricci [29]:
R00 = −3 a¨
a
, (3.11a)
Rii =
gii
a2
(
aa¨+ 2a˙2 + 2k
)
, (3.11b)
onde i = 1, 2, 3.
Comparando agora a Eq. (3.10) com os respectivos ı´ndices 00 e ii, com as Eqs. (3.11),
obtemos
R00 = −3 a¨
a
= 8piG
(
T00 − 1
2
g00T
)
, (3.12a)
Rii =
gii
a2
(
aa¨+ 2a˙2 + 2k
)
= 8piG
(
Tii − 1
2
giiT
)
. (3.12b)
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Sustituindo os devidos valores das componentes do tensor energia-momento e seu
trac¸o na equac¸a˜o anterior, obtemos respectivamente as equac¸o˜es [29]
a¨
a
= −4piG
3
(ρ+ 3p) , (3.13a)
a¨
a
+ 2
(
a˙
a
)2
+
2k
a2
= 4piG (ρ+ p) . (3.13b)
Dessa forma, das Eqs. (3.13) obtemos finalmente a chamada Equac¸a˜o de Friedmann(
a˙
a
)2
=
8piG
3
ρ− k
a2
. (3.14)
Temos ainda que o Paraˆmetro de Hubble, e´ definindo como
H =
a˙
a
, (3.15)
onde a = a(t).
Para resolver a Eq. (3.14), precisamos de um v´ınculo entre a pressa˜o p e a densidade
de energia ρ. Para isso, consideraremos a componente zero da equac¸a˜o da conservac¸a˜o da
energia, dada pela derivada covariante do tensor energia-momento [29, 31]:
∇µT µ0 = 0 (3.16a)
∂µT
µ
0 + Γ
µ
µλT
λ
0 − Γλµ0T µλ = 0 (3.16b)
−∂0ρ− 3 a˙
a
(ρ+ p) = 0. (3.16c)
Ale´m disto, sabemos que as fontes de energia consideradas podem ser tratadas
como fluidos ideais, que se diferenciam por suas equac¸o˜es de estado. O v´ınculo entre
pressa˜o p e densidade de energia ρ e´ inclu´ıdo como uma equac¸a˜o de estado do tipo
p = ωρ, (3.17)
onde ω e´ uma constante que pode assumir os seguintes valores para cada tipo de fluido [32]:
(i) Para a mate´ria na˜o-relativ´ıstica ou “fria”: ω = 0⇒ p = 0;
(ii) Para a radiac¸a˜o: ω =
1
3
⇒ p = 1
3
ρ;
(iii) Para a constante cosmolo´gica: ω = −1⇒ p = −ρ.
Substituindo a equac¸a˜o de estado, dada pela Eq. (3.17), na Eq. (3.16c), obtemos
ρ˙
ρ
= −3 a˙
a
(1 + ω) . (3.18)
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Integrando a equac¸a˜o anterior, encontramos
ρ = ρ0a
−3(1+ω), (3.19)
admitindo a0 = 1 em t0.
Podemos assim, encontrar o comportamento da densidade de energia para cada
tipo de fonte:
(i) Para a mate´ria: ρM = ρ0Ma
−3;
(ii) Para a radiac¸a˜o: ρR = ρ0Ra
−4;
(iii) Para a constante cosmolo´gica: ρΛ = ρ0Λ =
Λ
8piG
.
Utilizando as equac¸o˜es obtidas das densidades de energia das diferentes fontes,
podemos reescrever a equac¸a˜o de Friedmann como [29]:(
a˙
a
)2
=
8piG
3
(
ρ0Ma
−3 + ρ0Ra−4 +
Λ
8piG
)
− k
a2
. (3.20)
3.3 Formalismo de Primeira Ordem
Consideraremos modelos do tipo Friedmann-Robertson-Walker (FRW) descritos
por campos escalares reais regidos por uma dinaˆmica padra˜o e que preencham o Uni-
verso como um fluido globalmente isotro´pico, como em modelos de quintesseˆncia1 [18, 33].
Modelos deste tipo sa˜o descritos pela ac¸a˜o padra˜o
S =
∫
d4x
√−g
(
−1
4
R + L (φ∂µφ)
)
, (3.21)
onde φ descreve um campo real, g e´ o determinante da me´trica, R e´ o escalar de cur-
vatura e usamos ainda 4piG = 1. Utilizando o elemento de linha dado pela Eq. (3.1)
e o tensor energia-momento dado por T µν = (−ρ, p, p, p), juntamente com a Equac¸a˜o de
Einstein (3.4), obtemos as seguintes equac¸o˜es [33]:
H2 = 2ρ/3− k/a2, (3.22a)
a¨/a = − (ρ+ 3p) /3. (3.22b)
1Quintesseˆncia e´ uma forma de energia dinaˆmica, que evolui com o tempo e depende do espac¸o, com
pressa˜o negativa o suficiente para acelerar a expansa˜o do Universo. Enquanto a constante cosmolo´gica
e´ uma forma espec´ıfica de energia (energia do va´cuo), a quintesseˆncia se refere a uma extensa classe de
possibilidades [34].
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Essas equac¸o˜es sa˜o justamente as equac¸o˜es de Friedmann. A contante k assume os valores
−1, 0 e 1 de acordo com a geometria do espac¸o.
A equac¸a˜o de movimento do campo escalar pode ser obtida atrave´s da lagrangeana
L(φ, ∂µ), cuja forma padra˜o e´ [18, 33, 35]
L = 1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ). (3.23)
Sendo o tensor energia-momento do campo escalar descrito pela lagrangeana acima,
dado por [29]
Tµν = 2
∂L
∂gµν
− gµνL. (3.24)
Dessa forma, temos que
Tµν = ∂µφ∂νφ− gµνL. (3.25)
O que nos permite determinar T 00 e T
1
1 , que esta˜o relacionados respectivamente com a
densidade de energia e a pressa˜o do campo escalar. Dessa forma, obtemos
ρ =
1
2
φ˙2 + V (φ), (3.26a)
p =
1
2
φ˙2 − V (φ). (3.26b)
Podemos enta˜o, utilizar a Equac¸a˜o da conservac¸a˜o da energia (Eq. (3.16c)) para
determinar a equac¸a˜o de movimento do campo, dada por:
φ¨+ 3Hφ˙+ Vφ = 0, (3.27)
onde Vφ = dV/dφ.
Podemos portanto, reescrever a Eq. (3.22a) utilizando a Eq. (3.26a). Assim, a
equac¸a˜o de Friedmann e sua respectiva derivada, sa˜o dadas por:
H2 =
2
3
(
1
2
φ˙2 + V
)
− k
a2
, (3.28a)
H˙ = −φ˙2 + k
a2
. (3.28b)
As Eqs. (3.27) e (3.28) constituem as equac¸o˜es para resolver o problema especificado
por um potencial V , o qual pode ser escrito como [29]
V =
3
2
H2 +
1
2
H˙ +
k
a2
. (3.29)
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Do ponto de vista padra˜o, uma vez que a = a(t) e φ = φ(t), devemos ter H = H(t),
o que implica que devemos ter um potencial em func¸a˜o do tempo [33]. Mesmo utilizando
o princ´ıpio cosmolo´gico, do qual se obte´m as equac¸o˜es de Friedmann, obtemos ainda equa-
c¸o˜es diferencias na˜o-lineares, em geral, de dif´ıceis resoluc¸o˜es. Ale´m disto, considerando
campos escalares no modelo, outras equac¸o˜es devem ser acrescentadas a`s equac¸o˜es de mo-
vimento para os diversos graus de liberdade introduzidos pelos campos escalares, dessa
forma torna-se ainda mais dif´ıceis as resoluc¸o˜es [29].
O ponto chave do formalismo de primeira ordem consiste em considerar o potencial
V na˜o como uma func¸a˜o do tempo t, como e´ esboc¸ado no procedimento padra˜o e observado
pela Eq. (3.29), mas sim como uma func¸a˜o do campo φ, como pode ser constatado a partir
da equac¸a˜o de movimento do campo (Eq. (3.27)). Esta considerac¸a˜o nos permite postular
que a evoluc¸a˜o do Universo regida por um campo escalar real pode ser determinada por
uma func¸a˜o expl´ıcita do campo φ [29, 33].
Deste modo, para manter uma equivaleˆncia entre este ponto de vista e o anterior,
devemos considerar o paraˆmetro de Hubble na˜o como uma func¸a˜o do tempo e sim como
uma func¸a˜o do campo escalar. Para isso, introduzimos uma nova func¸a˜o W = W (φ), da
qual se pode entender a dependeˆncia temporal do paraˆmetro de Hubble como uma func¸a˜o
de W [φ(t)]. Ou seja, escrevemos [29, 36]
H = W (φ). (3.30)
Consideremos um Universo com geometria plana, ou seja k = 0, por simplicidade.
Dessa forma, as Eqs. (3.28) podem ser escritas como [29]
H2 =
1
3
φ˙2 +
2
3
V , (3.31a)
H˙ = −φ˙2. (3.31b)
Derivando a Eq. (3.30) e utilizando a Eq. (3.31b), obtemos uma outra equac¸a˜o,
envolvendo o campo escalar na forma [36]
φ˙ = −Wφ, (3.32)
que tambe´m e´ uma equac¸a˜o de primeira ordem. Deste modo, as Eqs. (3.30) e (3.32) nos
permite escrever o potencial dado pela Eq. (3.29) como [36]
V =
3
2
W 2 − 1
2
W 2φ . (3.33)
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Para o potencial acima, as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de primeira ordem, dadas pelas
Eqs. (3.30) e (3.32) tambe´m resolvem o conjunto de Eqs. (3.27) e (3.28).
3.4 Formalismo de Primeira Ordem em Cosmologia
de Branas
Na sec¸a˜o anterior vimos o uso do formalismo de primeira ordem na cosmologia
padra˜o com a presenc¸a de um campo escalar. Agora, estenderemos essa ana´lise a` equac¸a˜o
de Friedmann modificada que aparece no estudo da cosmologia de branas de acordo com [1,
37].
O modelo de Randall-Sundrum do ponto de vista de cosmologia de branas e´ visto
como o modelo mais simples, na˜o trivial, de configurac¸a˜o de branas esta´ticas [1]. Neste
caso, vamos considerar uma brana com tensa˜o positiva, ja´ que em primeira ordem e´
poss´ıvel recuperar a gravidade ordina´ria.
A cosmologia de branas leva a` equac¸o˜es de Friedmann muito diferente dos pa-
dro˜es [37]. A referida equac¸a˜o de Friedmann modificada possibilita o estudo da evoluc¸a˜o
cosmolo´gica de uma 3-brana regida por um campo escalar real, imersa em um bulk 5D
com constante cosmolo´gica Λ5. Tal equac¸a˜o e´ dada por [1, 29]:
H2 =
(
Λ5
6
+
κ45
36
σ2
)
+
κ45
18
σρ+
κ45
36
ρ2 +
C
a4
− k
a20
, (3.34)
onde σ e´ a tensa˜o na brana, ρ e´ a densidade de energia da mate´ria ordina´ria, k e´ a constante
de curvatura e C e´ uma constante de integrac¸a˜o. O termo quadra´tico na densidade,
fornece uma correc¸a˜o em regime de altas energias para a equac¸a˜o de Friedmann e surge
devido a efeitos induzidos sobre a brana pela presenc¸a da constante cosmolo´gica no bulk.
O penu´ltimo termo se comporta como um componente de radiac¸a˜o e surge a partir da
constante de integrac¸a˜o C.
Sendo a u´nica contribuic¸a˜o do bulk dada atrave´s da densidade de energia do va´cuo,
a relac¸a˜o entre Λ5 e a tensa˜o na brana σ e´ da forma
Λ5 = −κ
4
5
6
σ2. (3.35)
Desse modo, utilizando a equac¸a˜o anterior, a Eq. (3.34) torna-se
H2 =
κ45
36
ρ2 +
κ45
18
ρσ +
C
a4
− k
a20
. (3.36)
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Temos ainda que κ25 = κ
2
4/l, onde l e´ o comprimento AdS. No modelo Randall-
Sundrum Λ5 = −6/l, assim σκ45 = 6κ24. Dessa forma a Eq. (3.36) pode ser escrita como
H2 =
κ24
3
ρ
(
1 +
ρ
2σ
)
+
C
a4
− k
a20
. (3.37)
Utilizando a Eq. (3.35) e o fato de que κ24 = 8piG ' κ45σ/6 = 2 e ainda considerando
C = 0, a Eq. (3.37) assume a forma
H2 =
2
3
ρ
(
1 +
ρ
2σ
)
− k
a20
. (3.38)
Esta u´ltima equac¸a˜o se assemelha a` equac¸a˜o de Friedmann (3.14), diferindo por
um termo quadra´tico na densidade. Para um regime de baixas energias, ou seja, nos dias
atuais em que ρ2/σ  1, recuperamos o modelo cosmolo´gico padra˜o quadridimensional,
pore´m se esse termo se mostra significativo em um regime onde a densidade de energia e´
muito maior que a tensa˜o na brana, de modo que ρ2/σ  1, a cosmologia se afasta do
comportamento habitual de FRW [1, 29]. Considerando k = 0 na Eq. (3.38), temos
H2 =
2
3
ρ
(
1 +
ρ
2σ
)
. (3.39)
Derivando a equac¸a˜o anterior, obtemos
2HH˙ =
2
3
ρ˙
(
1 +
ρ
2σ
)
+
1
3σ
ρρ˙. (3.40)
Utilizando a Eq. (3.40) e a equac¸a˜o de conservac¸a˜o de energia (Eq. (3.16c)), obte-
mos uma nova equac¸a˜o envolvendo pressa˜o,
H˙ = − (ρ+ p)
(
1 +
ρ
σ
)
. (3.41)
Vamos adimitir que a cosmologia na brana e´ conduzida por um campo escalar com
uma densidade lagrangeana dada pela Eq. (3.23) (com µ = 0, 1, 2, 3). Utilizando a densi-
dade de energia e a pressa˜o do campo escalar, dadas respectivamente pelas Eqs. (3.26a)
e (3.26b) na Eq. de conservac¸a˜o de energia (3.16c), obtemos [29, 33]
ρ˙ = −3Hφ˙2. (3.42)
Dessa forma, a equac¸a˜o que governa a dinaˆmica do campo escalar e´ dada pela Eq. (3.27).
Consideraremos enta˜o, que ρ ≡ ρ(φ) e, dessa forma ρ˙ = ρ′(φ)φ˙, de modo que ρ′ = dρ/dφ.
Assim, a Eq. (3.42) pode ser escrita como
φ˙ = −ρ
′(φ)
3H
(3.43)
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Para chegarmos a` equac¸a˜o de primeira ordem vamos utilizar o procedimento usado
por [18]. Introduzimos uma func¸a˜o W = W (φ) de tal modo que H = a˙0/a0 = W (φ).
Dessa forma podemos reescrever a Eq. (3.39) como
ρ2 + 2σρ− 3σW 2 = 0, (3.44)
que tem por soluc¸a˜o
ρ± = −σ ± σ
√
1 +
3W 2
σ
. (3.45)
Consideraremos o sinal ‘+’ devido a condic¸a˜o de energia positiva. Derivando a
equac¸a˜o anterior em relac¸a˜o a φ, obtemos enta˜o
ρ′(φ) =
3WWφ√
1 +
3W 2
σ
, (3.46)
onde a linha denota derivada em relac¸a˜o a φ. Dessa forma a Eq. (3.43) pode ser escrita
como uma equac¸a˜o diferencial de primeira ordem
φ˙ = − Wφ√
1 +
3W 2
σ
. (3.47)
Temos ainda que
H = W (φ) =
a˙0
a0
. (3.48)
Pode-se verificar que as Equac¸o˜es de primeira ordem (3.47) e (3.48) satisfazem as
Eqs. (3.27) e (3.41). Assim podemos utiliza´-las para resolver o problema especificado por
um potencial V (φ). Esse potencial pode ser encontrado substituindo as Eqs. (3.45) (sinal
positivo) e (3.47) na Eq. (3.26a). Dessa forma o potencial e´ explicitado por [18]
V (φ) = −σ + σ
√
1 +
3W 2
σ
− 1
2
(
W 2φ
1 + 3W
2
σ
)
. (3.49)
Para uma elevada tensa˜o brana σ, de tal forma que W 2/σ  1, pode-se expandir
o potencial em uma se´rie de poteˆncias como
V (φ) =
3
2
W 2 − 1
2
W 2φ +
3
2
W 2φ
W 2
σ
+ . . . (3.50)
Se considerarmos apenas os termos quadra´ticos da equac¸a˜o anterior recuperamos
o potencial dado pela Eq. (3.33). Por outro lado, para uma pequena tensa˜o na brana σ,
tal que W 2/σ  1, o potencial se aproxima de
V (φ) ' σ
√
3
σ
|W |. (3.51)
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Dessa forma, para uma pequena tensa˜o na brana, a Equac¸a˜o de primeira or-
dem (3.47) pode ser escrita como
φ˙ ' −
√
σ
3
Wφ
|W | . (3.52)
Substituindo as Eqs. (3.51) e (3.52) na Equac¸a˜o de segunda ordem (3.27) encontra-
se φ¨ ' 0 para W > 0; sendo φ¨ ' 0, devemos ter φ˙ ' const. Dessa forma, e´ poss´ıvel
determinar a func¸a˜o W (φ), o campo escalar φ(t) e o fator de escala a0(t), respectivamente
dados por [18]
W (φ) = V0e
αφ, (3.53a)
φ(t) = −σ
3
α (t− t0) , (3.53b)
a0(t) = a0 exp
[
−V0
α2
√
3
σ
exp
(
−α2
√
σ
3
(t− t0)
)]
, (3.53c)
onde α e V0 sa˜o constantes. Sendo V
2
0 /σ  1 consistente com W 2/σ  1.
Temos que V 20 /σ conecta de forma assinto´tica as soluc¸o˜es do regime de altas ener-
gias com as soluc¸o˜es exatas do potencial (3.49) se o mesmo for escrito em termos de W ,
tal que
V (φ) = −σ + σ
√
1 +
3V 20
σ
e2αφ − 1
2
(
V 20 α
2e2αφ
1 +
3V 20
σ
e2αφ
)
. (3.54)
Quando V 20 /σ cresce o potencial do campo escalar se aproxima da forma dada pela
Eq. (3.51). Por outro lado, quando V 20 /σ diminui, o potencial do campo escalar (3.54), se
aproxima da Eq. (3.33).
Podemos obter os limites assinto´ticos de um mesmo potencial escalar que governa a
evoluc¸a˜o da brana em ambos os regimes de alta e baixa energia com a Eq. (3.54), ou seja,
quando V 20 /σ varia obtemos potenciais que governam a dinaˆmica na brana em diferentes
regimes de energias.
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3.5 Correspondeˆncia entre Cosmologia de Branas e
Paredes de Domı´nios
De acordo com a cosmologia padra˜o, o Universo iniciou a partir de um estado
extremamente quente e denso, em que toda mate´ria e radiac¸a˜o estavam confinadas em
um espac¸o infinitamente pequeno. Este modelo esta´ de acordo com a ideia ba´sica das
Teorias de Grande Unificac¸a˜o (Great Unification Theories-GUTs), cujo objetivo e´ unifi-
car as forc¸as fundamentais da natureza: forc¸a gravitacional, forc¸a eletromagne´tica, forc¸a
nuclear fraca e forc¸a nuclear forte. Nessas teorias, essas forc¸as interagem entre si atave´s
de simetrias. A medida que o Universo expandiu, ele tambe´m esfriou, o que promoveu
as condic¸o˜es necessa´rias para que algumas dessas simetrias fossem quebradas, o que deu
origem ao que e´ denominado de defeitos topolo´gicos [29, 34].
Defeitos topolo´gicos podem ocorrer em um sistema f´ısico, quando o distribuidor de
va´cuo do sistema possui uma topologia na˜o trivial. Paredes de domı´nios correspondem a
um tipo espec´ıfico de defeito topolo´gico [16]. As paredes de domı´nios sa˜o superf´ıcies de
interpolac¸a˜o entre regio˜es separadas do potencial escalar com diferentes valores esperados
de va´cuo de algum campo escalar [17].
Paredes de domı´nios induzem uma me´trica no espac¸o-tempo. Esta me´trica pode ser
determinada a partir de algumas restric¸o˜es sime´tricas consistentes com as propriedades
do espac¸o-tempo induzido pelas paredes nas equac¸o˜es de Eisntein [29]. A me´trica do
espac¸o-tempo pode ser escrita na forma [16]
ds2 = A(w)
{
−dt2 + dw2 + S2(t)
[(
1− kr2)−1 dr2 + r2dφ2]} , (3.55)
de modo que as func¸o˜es A(w) e S(t) tambe´m podem ser obtidas atrave´s das equac¸o˜es de
Eisntein.
Considerando paredes de domı´nios planas (k = 0) e esta´ticas, a me´trica dada pela
Eq. (3.55), torna-se
ds2 = A(w)
{−dt2 + dw2 + dr2 + rdφ2} , (3.56)
onde S(t) = 1 para k = 0 [17].
Podemos ainda escrever a me´trica (3.56) em coordenadas cartesianas:
ds2 = A(w)
{−dt2 + dw2 + dx2 + dz2} . (3.57)
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Faremos enta˜o uma mudanc¸a de coordenadas na me´trica atrave´s da relac¸a˜o
y =
∫
A1/2(w)dw. (3.58)
Sendo y = y(w) e w = w(y) e reescrevendo A1/2(w) = a0(y), obtemos a me´trica
que representa soluc¸o˜es tipo paredes de domı´nos planas bidimensionais dentro de um
espac¸o-tempo quadridimensional que se comporta assintoticamente tipo Minkowski (M4)
ou anti-de Sitter (AdS4):
ds2 = dy2 + a0
2(y)
(−dt2 + dx2 + dz2) . (3.59)
Podemos encontrar soluc¸o˜es tipo paredes de domı´nios a partir de soluc¸o˜es cosmo-
lo´gicas, e vice-versa, atrave´s de um processo conhecido como continuac¸a˜o anal´ıtica [17,
18, 38]. Deste modo, vamos obter soluc¸o˜es que descrevam paredes de domı´nios que vivem
numa 3-brana, e assim, consolidar uma correspondeˆncia entre cosmologia de branas e pa-
redes de domı´nio. A continuac¸a˜o anal´ıtica e´ feita atrave´s da seguinte correspondeˆncia [18]:
W → iW˜ , (3.60a)
H → iH˜, (3.60b)
t → iy, (3.60c)
y → it. (3.60d)
Dessa forma aplicando a continuac¸a˜o anal´ıtica a`s Eqs. (3.47) e (3.48), as mesmas
tornam-se [18]
φ
′
=
W˜φ√
1− 3W˜ 2
σ
, (3.61a)
a
′
0
a0
= −W˜ . (3.61b)
Estas equac¸o˜es de primeira ordem satisfazem as Equac¸o˜es de segunda ordem (3.27)
e (3.41). Dessa forma o potencial escalar, dado pela Eq. (3.49), com o processo de conti-
nuac¸a˜o anal´ıtica e´ dado por:
V˜ (φ) = −σ + σ
√
1− 3W˜
2
σ
+
1
2
(
W˜ 2φ
1− 3W˜ 2
σ
)
. (3.62)
No regime de baixas energias, em que W˜ 2/σ  1, o potencial pode ser expandido
em uma se´rie de poteˆncias. Assim obtemos,
V˜ (φ) ' 1
2
W˜ 2φ −
3
2
W˜ 2. (3.63)
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Podemos observar que as func¸o˜es W e W˜ esta˜o relacionadas por W 2 ←→ −W˜ 2
e W 2φ ←→ −W˜ 2φ . Notamos ainda que no limite de baixas energias, em que W 2/σ  1
ou W˜ 2/σ  1, os potenciais, dados pelas Eqs. (3.33) e (3.63), esta˜o relacionados por
V (φ)←→ −V˜ (φ) na brana, pore´m para os potenciais exatos, de acordo com as Eqs. (3.49)
e (3.62) isto na˜o se verifica. Para que essa identificac¸a˜o seja poss´ıvel, devemos fazer
σ = −σ, o que exigiria outra brana. Isso seria poss´ıvel apenas entre branas com tenso˜es
opostas. Visto que os potenciais exatos abrangem ambos os regimes de baixas e altas
energias, considere os seguintes argumentos: em um regime de altas energias, ocorre uma
grande quantidade de branas (σ) e antibranas (−σ), de tal forma que a correspondeˆncia
para um par (−σ, σ) deve ser dada para um potencial exato V (φ) em uma brana e −V˜ (φ)
na outra. No regime de baixas energias pode ocorrer uma assimetria no nu´mero de
branas e antibranas, ja´ que as mesmas tendem a aniquilar-se nesse regime. Isso favorece
a correspondeˆncia em apenas uma brana σ (ou −σ), no entanto essa correpondeˆncia e´
exatamente a identificac¸a˜o para potenciais exatos no limite de baixas energias [18].
Para paredes de domı´nios, de acordo com a Eq. (3.62), a func¸a˜o W˜ deve ser li-
mitada, ou seja, |W˜ | ≤ √σ/3. Assim, no va´cuo W˜φ = 0, o potencial so´ pode assumir
os valores V˜ (φvac) < 0 (espac¸o-tempo AdS4) ou V˜ (φvac) = 0 (espac¸o-tempo M4). Essa
restric¸a˜o nos possibilita reduzir o nu´mero de func¸o˜es para W˜ , de tal forma que sejam
integra´veis analiticamente.
3.5.1 Exemplos de Paredes de Domı´nios
Vejamos alguns exemplos de soluc¸o˜es tipo parede de domı´nio com o uso do forma-
lismo de primeira ordem e o processo de continuac¸a˜o anal´ıtica. Para isto, consideremos
como primeiro exemplo o caso em que a func¸a˜o W˜ tem a forma
W˜ (φ) =
√
σ/3 sen(φ). (3.64)
Substituindo a func¸a˜o W˜ (φ) nas Equac¸o˜es de primeira ordem (3.61a) e (3.61b) e
integrando-as, obtemos
φ =
√
σ
3
(y − y0) , (3.65)
e o fator de empenamento
a0(y) = exp
[
cos
√
σ
3
(y − y0)
]
. (3.66)
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A soluc¸a˜o para o fator de empenamento e´ representado na Fig. 3.2. Note que
tal soluc¸a˜o representa um grupo de paredes de domı´nios aproximadamente centradas em
torno de y0 = 10, 20, ...
Figura 3.2: O fator de empenamento a(y) para σ = 1/2 (linha azul) e para σ = 1 (linha
vermelha).
Consideremos outro exemplo, em que a func¸a˜o W˜ e´ dada por
W˜ (φ) =
√
σ/3 tanh(φ). (3.67)
Nesse caso, as soluc¸o˜es para as Eqs. (3.61a) e (3.61b) sa˜o
φ = ± arcsen
(√
σ
3
(y − y0)
)
, (3.68)
e
a0∓ = exp
[
∓
√
σ
3
(y − y0)2 + 1
]
. (3.69)
O par kink/anti-kink, dado pela Eq. (3.68) conecta o mesmo va´cuo. Apesar disto,
a Eq. (3.69) tem comportamento assinto´tico diferente para a0+ (que diverge) e a0− (que
na˜o diverge). Veja a Fig. 3.3.
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Figura 3.3: O fator de empenamento a− para σ = 1/2 (linha vermelha) e para σ = 1
(linha azul).
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Cap´ıtulo 4
Localizac¸a˜o de Gravidade em Branas
4D
Discutimos anteriormente os modelos de dimenso˜es extras e vimos que a localizac¸a˜o
da gravidade em uma brana (membrana) [14] surgiu como uma alternativa a` compactifi-
cac¸a˜o envolvendo uma dimensa˜o extra infinita [39]. Os modelos Randall-Sundrum, espe-
cificamente o modelo RSII, explora os efeitos da gravidade em uma 3-brana imersa em um
bulk Anti de Sitter (AdS5). Propostas que parte ou todas as interac¸o˜s gravitacionais sa˜o
resultados de gra´vitons massivos tem sido enfatizadas [40]. No cena´rio Randall-Sundrum,
existem os gra´vitons sem massa (modos 0) e os gra´vitons massivos (modos de Kaluza-
Klein). O gra´viton sem massa produz a gravidade newtoniana sobre a 3-brana e os modos
Kaluza-Klein fornecem a correc¸a˜o da gravidade newtoniana [41]. A condic¸a˜o de localiza-
c¸a˜o de gravidade em branas depende de sua geometria. Para uma brana M4, o espectro
e´ caracterizado por um modo zero seguido de um cont´ınuo de modos KK, estes modos
massivos sa˜o suprimidos. O modo zero e´ localizado na brana se a func¸a˜o de onda for
normaliza´vel. A condic¸a˜o de localizac¸a˜o depende do comportamento da me´trica em todo
o espac¸o, outras alternativas podem ser consideradas para que esta condic¸a˜o dependa
apenas de propriedades locais do espac¸o [3].
Na primeira parte deste cap´ıtulo analisaremos a localizac¸a˜o da gravidade, pore´m
diferentemente do que foi feito no modelo de Randall-Sundrum, faremos uma abordagem
em 4 dimenso˜es, cujo principal objetivo e´ analisar as flutuac¸o˜es da gravidade em defeitos
topolo´gicos, tipo parede de domı´nio, na brana. Dessa forma estudaremos as flutuac¸o˜es
da me´trica que representa soluc¸o˜es no plano bidimensional dentro de paredes de domı´-
nios assintoticamente quadridimensional no espac¸o de Minkowski (M4) ou anti de Sitter
(AdS4) [18]. Com isto, obtemos o potencial gravitacional referente a` parede de domı´nio
na 3-brana e observamos que diferentemente do que ocorre para um u´nico campo gra-
vitacional, no caso de cosmologia de branas, onde o campo escalar cria uma parede de
domı´nio, o potencial gravitacional na˜o recai no limite newtoniano (veja o Apeˆndice A) e
sim em um potencial tipo Schro¨dinger. Ainda, com o exposto no cap´ıtulo anterior em que
demonstramos que soluc¸o˜es cosmolo´gicas podem ser aplicadas em soluc¸o˜es tipo paredes
de domı´nios e vice-versa com o uso do formalismo de primeira ordem e do processo de
continuac¸a˜o anal´ıtica, calculamos o potencial para a me´trica que representa as flutuac¸o˜es
gravitacionais em uma parede de domı´nio imersa em uma 3-brana utilizando os fatores
de empenamento ou warp factors para os exemplos considerados anteriormente. Por fim,
calculamos o modo zero da equac¸a˜o tipo Schro¨dinger obtida a partir da linearizac¸a˜o da
gravidade descrita neste cap´ıtulo.
4.1 Linearizac¸a˜o da Gravidade
No cena´rio RS as branas e suas generalizac¸o˜es esta˜o inclu´ıdas como fontes fixas
semelhantes a pontos externos nas dimenso˜es extras, sem nenhuma dinaˆmica para produzi-
las. Pode-se encontrar soluc¸o˜es para a Equac¸a˜o de Einstein, com um u´nico campo escalar
acoplado, onde o campo escalar cria uma parede de domı´nio. Tais soluc¸o˜es de parede
de domı´nio sa˜o obtidas se o potencial escalar se origina de um superpotencial, o que na˜o
implica necessariamente que a teoria e´ incorpora´vel em uma teoria de supergravidade [25].
Nesta sec¸a˜o, vamos obter uma equac¸a˜o para as flutuac¸o˜es gravitacionais quadri-
dimensionais descritas por uma geometria conformalmente plana. No´s estudaremos as
flutuac¸o˜es da me´trica (Eq. (3.59)), que representa soluc¸o˜es no plano bidimensional dentro
de uma parede de domı´nio assintoticamente quadridimensional no espac¸o de Minkowski
(M4) ou anti de Sitter (dS4), dada por [18]:
ds24 = dy
2 + a0
2(y)
(−dt2 + dx2 + dz2) . (4.1)
Vamos reescrever a Eq. (4.1) na forma
ds24 = a0
2(y)
(−dt2 + dx2 + a−20 dy2 + dz2) , (4.2)
40
e fac¸amos uma mudanc¸a de coordenadas, tal que
a0
−2(y)dy2 = dw2. (4.3)
Assim, a Eq. (4.2) torna-se
ds24 = a0
2(w)
(−dt2 + dx2 + dw2 + dz2) = a02(w)ηµν , (4.4)
onde ηµν e´ a me´trica de Minkowski com assinatura (−,+,+,+) e µ = ν = 0, 1, 2, 3.
O campo gravitacional esta´tico nos permite decompor a me´trica de Minkowski
plana, dada pela Eq. (4.4), na forma de uma pequena perturbac¸a˜o [25]:
ds24 =
[
a0
2(w)ηab + hab
]
dxadxb − dwidwi. (4.5)
A flutuac¸a˜o do tensor de Ricci (Eq. (2.3)) sobre o espac¸o-tempo plano, utilizando
a me´trica perturbada (4.5), com o aux´ılio da Eq. (2.4) torna-se
δRµν =
1
2
{
∂ν
(
a0
2(w)ηλρ + hλρ
) [
∂µ
(
a0
2(w)ηλρ + hλρ
)
+ ∂λ
(
a0
2(w)ηµρ + hµρ
)
−∂ρ
(
a0
2(w)ηµλ + hµλ
) ]− ∂λ (a02(w)ηλρ + hλρ) [∂µ (a02(w)ηνρ + hνρ)
+∂ν
(
a0
2(w)ηµρ + hµρ
)− ∂ρ (a02(w)ηµν + hµν) ]}, (4.6)
onde o terceiro e quarto termos sa˜o da forma Γ2 e desde que Γ e´ de primeira ordem na
perturbac¸a˜o da me´trica, esses contribuem apenas em segunda ordem e portanto, podem ser
negligenciados. Estamos considerando apenas os termos referentes a` perturbac¸a˜o linear,
os termos do tensor de Ricci, assim como os outros termos da equac¸a˜o de campo de
Einstein referentes a` me´trica na˜o perturbada (4.1), sa˜o demonstrados no Apeˆndice B.
Sera´ conveniente definir uma flutuac¸a˜o hµν , de forma que |hµν |  1. Vamos utilizar
para essas flutuac¸o˜es, os gauges dados pelas Eqs. (2.57), isto e´, ∂µh
µν = 0 e hµµ = 0. Assim,
desconsiderando termos em segunda ordem de h, a Eq. (4.6) torna-se
δRµν =
1
2
ηλρ
[
∂λa0
2∂ρhµν + a0
2∂λ∂ρhµν
]
, (4.7)
em que os ı´ndices sa˜o levantados e abaixados com ηµν .
Devemos ainda calcular o escalar de Ricci, cuja definic¸a˜o e´ dada por [22]:
R = gαβRαβ. (4.8)
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Dessa forma, utilizando a flutuac¸a˜o do tensor de Ricci, dada pela Eq. (4.7), e a
me´trica perturbada (4.5), obtemos que a flutuac¸a˜o do escalar de Ricci e´ nula, de acordo
com
δR =
1
2
ηλρ
(
a0
2ηαβ + hαβ
) [
∂λa0
2∂ρhαβ + a0
2∂λ∂ρhαβ
]
= 0, (4.9)
onde novamente, os ı´ndices sa˜o levantados e abaixados com ηαβ.
Assim, substituindo a Eq. (4.7) e a flutuac¸a˜o do escalar de Ricci, dada pela
Eq. (4.9), na equac¸a˜o de campo de Einstein [22]
Rµν − 1
2
gµνR = 8piGTµν , (4.10)
obtemos
1
2
ηλρ
(
∂λa0
2∂ρhµν + a0
2∂λ∂ρhµν
)
= 8piGTµν . (4.11)
Utilizando ainda ηλρ para subir ind´ıces, podemos reescrever a equac¸a˜o anterior da seguinte
forma:
1
2
hµν +
∂ρa0
a0
∂ρhµν =
8piG
a02
δTµν , (4.12)
onde  = (4) = ∂ρ∂ρ = − ∂
2
∂t2
+
∂2
∂x2
+
∂2
∂z2
+
∂2
∂w2
= 3 +
∂2
∂w2
.
Faremos enta˜o uma mudanc¸a de varia´vel, da seguinte forma:
a0
2(w) = e−A(w) ⇒ a0
′
a0
= −1
2
A′, (4.13)
onde, por simplificac¸a˜o a0
′ = a0′(w), a0 = a0(w) e A′ = A′(w). Temos que a linha denota
derivada em relac¸a˜o a w.
Dessa forma, fazendo a mudanc¸a de varia´vel, dada pela Eq. (4.13), na Eq. (4.12)
obtemos
1
2
hµν − 1
2
A′∂ρhµν =
8piG
a02
δTµν . (4.14)
Se considerarmos que o campo gravitacional esteja se propagando no va´cuo, o
tensor de energia-momento sera´ nulo [42]. Dessa forma, a equac¸a˜o anterior torna-se
−1
2
hµν +
1
2
A′∂ρhµν = 0. (4.15)
Procuraremos enta˜o, soluc¸o˜es para a forma em que
hµν = Φ(x
a)Ψ(w); a = 0, 1, 2. (4.16)
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Dessa forma, substituindo a equac¸a˜o anterior na Eq. (4.15), obtemos
−1
2
(
(3)Φ(xa)Ψ(w) + Φ(xa)
∂2Ψ(w)
∂w2
)
+
1
2
A′Φ(xa)Ψ′(w) = 0. (4.17)
De acordo com a equac¸a˜o de Klein-Gordon:
(3)Ψ(xa) = m2Ψ(xa), (4.18)
onde m e´ a massa para flutuac¸o˜es de Kaluza-Klein. Assim, a Eq. (4.17) torna-se
−d
2Ψ
dw
+ A′(w)Ψ′(w) = m2Ψ(w). (4.19)
Faremos uma transformac¸a˜o conforme de acordo com
Ψ(w)→ Ψ˜(w)e 12A(w). (4.20)
Assim, substituindo a nova transformac¸a˜o de varia´vel, dada pela equac¸a˜o anterior
na Eq. (4.19) e realizando um pouco de a´lgebra, obtemos
−Ψ˜′′(w) +
[
1
4
A′2(w)− 1
2
A′′(w)
]
Ψ˜(w) = m2Ψ˜(w). (4.21)
A equac¸a˜o anteiror tem a forma de uma equac¸a˜o do tipo Schro¨dinger para a func¸a˜o
de onda Ψ˜(w), “energia”m2 e potencial [25]
V (w) =
1
4
A′2(w)− 1
2
A′′(w). (4.22)
Observe que o potencial dado pela Eq. (4.22), e´ semelhante ao potencial do mo-
delo Randall-Sundrum, dado pela Eq. (2.68), diferenciando-se pelos coeficientes, como ja´
esperado, pois no modelo RS, o potencial e´ obtido para uma teoria de 5 dimenso˜es e aqui
o potencial e´ encontrado para um teoria quadridimensional.
Podemos ainda reescrever o potencial em func¸a˜o do fator de empenamento atrave´s
da Eq. (4.13). Assim, obtemos o potencial na forma
V (w) =
a′′0(w)
a0(w)
. (4.23)
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4.1.1 Exemplos de Potenciais para Paredes de Domı´nios
No cap´ıtulo anterior, vimos o formalismo de primeira ordem e o processo de conti-
nuac¸a˜o anal´ıtica em cosmologia de branas e sua correspondeˆncia com defeitos topolo´gicos,
tipo paredes de domı´nios. Agora podemos calcular o potencial gravitacional, dado pela
Eq. (4.23), para alguns casos espec´ıficos. Com esse objetivo, utilizaremos os fatores de
empenamento (3.66) e (3.69) da me´trica que descreve soluc¸o˜es tipo paredes de domı´nios,
dada pela Eq. (3.59). Esses fatores esta˜o em func¸a˜o da dimensa˜o extra y e obtivemos
o potencial em termos de w. Dessa forma, para obtermos o potencial gravitacional em
termos da nova coordenada w, devemos primeiramente expressar os fatores de empena-
mento (3.66) e (3.69) em func¸a˜o de w. Para isso faremos uso da Equac¸a˜o (4.3). Assim,
considerando primeiramente o fator de empenamento dado pela Eq. (3.66), podemos es-
crever a Equac¸a˜o (4.3) da seguinte forma:
w =
∫
exp
[
− cos
(√
σ
3
(y − y0)
)]
dy. (4.24)
Dessa forma, considerando-se y0 = 0, obtemos
y = we, (4.25)
onde e e´ o nu´mero neperiano.
Substituindo a Equac¸a˜o (4.25) na Eq. (3.66), o fator de empenamento em termos
de w e´ dado por
a0(w) = exp
[
cos
(√
σ
3
we
)]
. (4.26)
Utilizando a equac¸a˜o anterior, obtemos o potencal gravitacional, dado pela Eq. (4.23),
na forma
V (w) = −σ
3
e2
[
cos
(√
σ
3
we
)2
+ cos
(√
σ
3
we
)
− 1
]
. (4.27)
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Figura 4.1: O fator de empenamento dado
pela Eq. (4.26), para σ = 0.1.
Figura 4.2: O potencial gravitacional dado
pela Eq. (4.27), para σ = 0.1.
Analogamente, calcularemos o fator de empenamento em termos de w para a− da
Equac¸a˜o (3.69), o qual na˜o diverge. Dessa forma, devemos dividir tal procedimento em
duas soluc¸o˜es: uma soluc¸a˜o para o limite em que σ  1 e outra soluc¸a˜o para o caso em
que σ  1.
Consideraremos primeiro o limite em que σ  1 e y0 = 0. Assim, atrave´s da
Eq. (4.3), obtemos a relac¸a˜o entre y e w para esse caso, relac¸a˜o esta dada por y = w/e.
Substituindo enta˜o, esta relac¸a˜o na Eq. (3.69) obtemos o fator de empenamento para a
referida equac¸a˜o em termos de w:
a0− = exp
[
−
√
σ
3
w2
e2
+ 1
]
. (4.28)
Assim, utilizando o fator de empenamento dado pela equac¸a˜o acima, encontramos
o potencial gravitacional, dado pela Eq. (4.23) na forma
V (w)− =
σ
3e2
(
σw2e−2
√
3σw2e−2 + 9− 9)
(σw2e−2 + 3)
√
3σw2e−2 + 9
. (4.29)
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Figura 4.3: O fator de empenamento dado
pela Eq. (4.28), para σ = 0.1.
Figura 4.4: O potencial gravitacional dado
pela Eq. (4.29), para σ = 0.1.
Calculemos agora o potencial para o limite em que σ  1. Neste caso, temos duas
soluc¸o˜es, uma para y ≤ 0 e outra para y > 0:
w =
 −
√
3
σ
e−
√
σ
3
y + c1; y ≤ 0,√
3
σ
e
√
σ
3
y + c2; y > 0.
(4.30)
Onde c1 e c2 sa˜o constantes de integrac¸a˜o. Consideramos ainda y0 = 0.
Podemos unir as soluc¸o˜es da Eq. (4.30) e encontar uma u´nica soluc¸a˜o para y na
forma
|y| = 1
2
√
3
σ
ln
[σ
3
(|w|+ γ)2
]
, (4.31)
onde as constantes c1 e c2 esta˜o inclu´ıdas em γ.
Dessa forma, substituindo a equac¸a˜o anterior na Eq. (3.69) no limite em que σ  1,
obtemos o fator de empenamento em termos de w. Considerando y0 = 0, o fator de
empenamento e´ dado por:
a0− =
√
3
σ
1
(|w|+ γ) , (4.32)
e o potencial gravitacional dado pela Eq. (4.23) para esse fator de empenamento e´
V (w)− =
2
(|w|+ γ)2 −
2γδ(w)
(|w|+ γ)2 . (4.33)
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O potencial gravitacional quadridimensional, dado pela Eq. (4.33), e´ um potencial
de Schro¨dinger do “tipo vulca˜o” [24, 25, 26]. Esse potencial e´ semelhante ao potencial
gravitacional do modelo Randall-Sundrum em 5 dimenso˜es, dado pela Eq. (2.69). Podemos
escrever uma representac¸a˜o da func¸a˜o δ(w) (entre as va´rias poss´ıveis) para plotarmos o
gra´fico para o potencial vulca˜o, o qual e´ ilustrado na Fig 4.6. Escolhemos enta˜o uma
func¸a˜o gaussiana que no limite em que o paraˆmetro b → 0 a func¸a˜o torna-se novamente
δ(w). Dessa forma o potencial gravitacional, dado pela Eq. (4.33) torna-se:
V (w)− =
2
(|w|+ γ)2 −
2
γ
e−
w2
b2√
pib
. (4.34)
Figura 4.5: O fator de empenamento dado
pela Eq. (4.32), para σ = 1 e γ = 1.
Figura 4.6: O potencial gravitacional dado
pela Eq. (4.33), para b = 0.1 e γ = 1/2.
4.2 O Gra´viton Quadridimensional
A questa˜o da existeˆncia da gravidade localizada na vizinhanc¸a a` brana torna-se
dependente de propriedades do sistema mecaˆnico quaˆntico descrito pela Equac¸a˜o tipo
Schro¨dinger (Eq. (4.21)). Para se ter uma teoria gravitacional quadridimensional eficaz, e´
imprescind´ıvel que a Eq. (4.21) adimita um estado fundamental de energia zero normali-
za´vel. Com o intuito de encontrar este estado de energia zero, generalizamos a observac¸a˜o
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para dimenso˜es mais elevadas. Dessa forma, a Eq. (4.21) pode ser reescrita como um
problema supersime´trico da mecaˆnica quaˆntica na forma [25]
Q† ·QΨ˜(w) = m2Ψ˜(w), (4.35)
ou seja,
Q† ·Q = H = − d
2
dw2
+ V (w), (4.36)
onde o n-vetor de carga supersime´trica e´ dado por
Q =
d
dw
+
1
2
A′(w) e Q† = − d
dw
+
1
2
A′(w). (4.37)
Assim, utilizando a equac¸a˜o anterior, a func¸a˜o de onda de energia zero, aniquilado
por Q e´ dada por
Ψˆ0(w) = e
− 1
2
A(w). (4.38)
Uma vez que Q† ·Q e´ um operador hermitiano positivo, na˜o existe modos ga´vitons
com energia normalizada negativa. A condic¸a˜o para que haja gravidade quadridimensional
localizada e´ que Ψˆ0(w) seja normaliza´vel, ou seja:∫
d4w e−
1
2
A(w) <∞. (4.39)
A normalizac¸a˜o da func¸a˜o de onda do estado fundamental e´ equivalente a condi-
c¸a˜o de acoplamento gravitacional em quatro dimenso˜es [25]. Devemos ter A(w) → ∞
rapidamente quando |w| → ∞. A normalizac¸a˜o da func¸a˜o de onda esta´ ligada ao com-
portamento assinto´tico do potencial dado pela Eq. (4.22). Se V (w) > 0 como |w| → ∞,
enta˜o Ψˆ0(w) e´ sempre normalizada, pore´m se V (w) < 0 para |w| → ∞, Ψˆ0(w) na˜o e´
normaliza´vel e portanto na˜o descreve a gravidade quadridimensional localizada [25].
A func¸a˜o de onda do modo zero do gra´viton localizada em torno da brana, perma-
nece normalizada mesmo no limite de dimensa˜o extra infinita, pois mesmo com o tamanho
da dimensa˜o extra sendo muito grande, uma vez que o modo zero permanece localizado
em torno da brana, no limite de dimensa˜o extra infinita havera´ um cont´ınuo de modos
Kaluza-Klein para o gra´viton, que sa˜o responsa´veis por transformar gravidade em uma
gravidade de dimenso˜es extras mais elevadas, pore´m isso possivelmente na˜o ocorre, pois
suas func¸o˜es de onda sera˜o reprimidas na brana por meio de uma grande barreira, de
acordo com o potencial tipo vulca˜o ilustrado na Fig. 4.6 [43].
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Cap´ıtulo 5
Concluso˜es e Perspectivas
Apresentamos uma correspoˆndencia entre cosmologia de branas e defeitos topo´logi-
cos, tipo paredes de domı´nios, atrave´s do formalismo de primeira ordem e do processo de
continuac¸a˜o anal´ıtica das soluc¸o˜es do tipo paredes de domı´nios bidimensionais ou 2-brana,
no interior da 3-brana, que tem sido explorada na literatura recente.
Descrevemos a localizac¸a˜o da gravidade em um cena´rio mundo-brana em quatro
dimenso˜es a partir de uma me´trica ansatz que descreve soluc¸o˜es no plano bidimensional
dentro de paredes de domı´nios assintoticamente quadridimensional no espac¸o de Min-
kowski (M4) ou anti de Sitter (AdS4). Atrave´s das flutuac¸o˜es da gravidade em defeitos
topolo´gicos (tipo parede de domı´nio) na brana obtivemos uma equac¸a˜o do tipo Schro¨din-
ger, similarmente a` equac¸a˜o encontrada no modelo RS em cinco dimenso˜es. Os potenciais
dados pela equac¸a˜o tipo Schro¨dinger em func¸a˜o do fator de empenamento sa˜o conheci-
dos na literatura, como por exemplo, obtivemos o potencial do “tipo vulca˜o”. Com isto,
observamos que a gravidade no plano bidimensional tipo parede de domı´nio que “vive”
em uma 3-brana em um bulk quadridimensional tem o comportamento similar a de uma
teoria 5-dimensional.
Quanto a questa˜o da existeˆncia da gravidade localizada na vizinhanc¸a a` brana
torna-se dependente de propriedades do sistema mecaˆnico quaˆntico descrito pela equac¸a˜o
do tipo Schro¨dinger obtida a partir das flutuac¸o˜es da gravidade em 4D, sendo imprescin-
d´ıvel que a equac¸a˜o adimita um estado fundamental de energia zero normaliza´vel. Neste
trabalho determinamos, ou seja, localizamos o estado de energia zero ou simplesmente
modo zero, o qual e´ suficiente para descrever a gravidade newtoniana em 4D.
Os modos de Kaluza-Klein, ou modos massivos contribuem com a Lei de Newton
a` grandes distaˆncias e sa˜o os responsa´veis por fornecer as correc¸o˜es da gravidade new-
toniana. Como perspectiva futura podemos obter os modos massivos para uma teoria
quadridimensional. Para regio˜es pro´ximas de um defeito topolo´gico, tipo parede de domı´-
nio, poderia haver poss´ıveis modificac¸o˜es da Lei de Newton e o potencial assumiria uma
forma logar´ıtima que seria referente ao potencial da 2-brana, ou parede de domı´nio, ale´m
de outros termos da ordem de 1/r, os quais seriam correspondentes a`s demais dimenso˜es
de ordem superior. Ale´m disso, a ana´lise forneceria mais uma possibilidade no estudo de
mate´ria escura.
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Apeˆndice A
O Limite Newtoniano na˜o
Relativ´ıstico
Neste apeˆndice ilustraremos a relac¸a˜o entre a Relatividade Geral e a Teoria da
gravidade de Newton [44]. Vamos considerar o campo gravitacional em um limite fraco e
esta´tico. O limite de campo gravitacional fraco descrito aqui, e´ menos restritivo, ou seja,
vamos assumir que o campo gravitacional e´ fraco, pore´m ainda pode variar com o tempo.
Dessa forma, podemos decompor a me´trica para uma me´trica de Minkowski mais uma
perturbac¸a˜o [45]. Para calcularmos o limite na˜o relativ´ıstico das equac¸o˜es para o campo
gravitacional:
Rµν − 1
2
gµνR ≡ Gµν ≡ 8piGTµν , (A.1)
consideremos a me´trica no limite na˜o relativ´ıstico do campo gravitacional esta´tico
ds2 = gµνdx
µdxν . (A.2)
O campo gravitacional esta´tico nos permite decompor a me´trica de Minkowski
plana (A.2) na forma de uma pequena perturbac¸a˜o [45]:
gµν = ηµν + hµν , (A.3)
onde |hµν |  1. Vamos nos limitar a` coordenadas em que ηµν toma sua forma canoˆnica,
ηµν = diag(−,+,+,+). A suposic¸a˜o de que |hµν |  1, permite ignorar qualquer fator
maior do que a primeira ordem nesta quantidade.
Substituindo a Eq. (A.3) nas definic¸o˜es dadas pelas Eqs. (2.3) e (2.4), o tensor de
Ricci pode ser escrito como
Rµν =
1
2
{
∂ν
(
ηλρ + hλρ
)
[∂µ (ηλρ + hλρ) + ∂λ (ηµρ + hµρ)− ∂ρ (ηµλ + hµλ)]
−∂λ
(
ηλρ + hλρ
)
[∂µ (ηνρ + hνρ) + ∂ν (ηµρ + hµρ)− ∂ρ (ηµν + hµν)]
}
, (A.4)
onde o terceiro e quarto termos sa˜o da forma Γ2 e desde que Γ e´ de primeira ordem na
perturbac¸a˜o da me´trica, esses contribuem apenas em segunda ordem e portanto, podem
ser negligenciados. Apo´s alguma a´lgebra e desconsiderando termos de segunda ordem em
h, obtemos o tensor de Ricci na forma
Rµν =
1
2
ηλρ [∂ν∂µhλρ + ∂λ∂ρhµν − ∂ν∂ρhµρ − ∂λ∂µhνρ] . (A.5)
Temos ainda que o escalar de Ricci e´ definido por
R = gαβRαβ. (A.6)
Assim, substituindo as Eqs. (A.3) e (A.5) na equac¸a˜o anterior, obtemos o escalar de Ricci
na forma:
R =
1
2
ηλρηαβ [∂β∂αhλρ + ∂λ∂ρhαβ − ∂β∂ρhαλ − ∂λ∂αhβρ] . (A.7)
Substituindo as Eqs. (A.5) e (A.7) na Equac¸a˜o de campo de Einstein (Eq. (A.1)),
obtemos
hµν = 16piGTµν − 8piGηµνT , (A.8)
onde µ = ν = 0, 1, 2, 3. Nesta expressa˜o, usamos um gauge (sistema de coordenadas) no
qual hµν e´ transverso para essas flutuac¸o˜es (Eq. (2.57)), e o d’Alembertiano e´ definido
como  = ∂i∂i. Devemos ainda ressaltar, que os ı´ndices sa˜o levantados e abaixados
usando a me´trica plana ηµν .
No caso particular em que µ = ν = 0, temos que a Eq. (A.8) para condic¸a˜o de
pressa˜o nula, torna-se
∇2h00 = −8piGρ (A.9)
A Equac¸a˜o (A.9) pode ser solucionada atrave´s do teorema da divergeˆncia. Dessa
forma, obtemos
h00 =
2GM
r
− 1, (A.10)
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onde a constante de integrac¸a˜o e´ c = −1.
O potencial gravitacional e´ dado por [45]
Φ(r) = h00 + 1. (A.11)
Assim finalmente obtemos,
Φ(r) =
2GM
r
. (A.12)
Observamos enta˜o que,
h00 = −2φ, (A.13)
onde φ e´ o potencial no limite newtoniano dado por:
φ = −GM
r
. (A.14)
Podemos ainda encontrar a me´trica na forma de uma pequena perturbac¸a˜o para
as componentes 00, atrave´s da Eq. (A.3)
g00 =
(
−1 + 2GM
r
)
= − (1 + 2φ) . (A.15)
A curvatura do espac¸o-tempo e´ de fato sufuciente para descrever a gravidade no
limite newtoniano, contanto que a me´trica seja da forma da Eq. (A.15). Para um u´nico
campo recupera-se a fo´rmula para o limite newtoniano dado pela Eq. (A.14).
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Apeˆndice B
Equac¸a˜o de Einstein para a Me´trica
na˜o Perturbada
Neste apeˆndice calcularemos os termos da equac¸a˜o de Einstein referentes a` me´trica
na˜o perturbada, dada pela Eq. (4.4):
ds24 = a0
2(w)
(−dt2 + dx2 + dw2 + dz2) = a02(w)ηµν , (B.1)
Essa me´trica representa soluc¸o˜es no plano bidimensional dentro de paredes de domı´nios
assintoticamente dentro do espac¸o de Minkowski (M4). Dessa forma, temos a definic¸a˜o
da equac¸a˜o de Eisntein dada por:
Rµν − 1
2
gµνR ≡ Gµν ≡ 8piGTµν . (B.2)
Primeiramente vamos calcular o tensor de Ricci, cuja definic¸a˜o e´
Rµν = ∂νΓ
λ
µλ − ∂λΓλµν + ΓρµνΓσρσ − ΓρµσΓσνρ, (B.3)
onde os s´ımbolos de Christoffel sa˜o definidos por:
Γλµν =
1
2
gλρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν). (B.4)
Substituindo a definic¸a˜o anterior na Eq. (B.3), o tensor de Ricci fica expresso por:
Rµν =
1
2
[
∂νg
λρ (∂µgλρ + ∂λgµρ − ∂ρgµλ)− ∂λgλρ (∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν)
]
. (B.5)
Assim, substituindo a me´trica dada pela Eq.(B.1) na equac¸a˜o anterior, obtemos o
tensor de Ricci:
Rµν =
1
2
(
18a0
2∂νa0∂µa0 + 6a0
3∂ν∂µa0
)
. (B.6)
Temos ainda que o escalar de Ricci e´ definido como
R = gαβRαβ. (B.7)
Dessa forma, substituindo a me´trica (Eq. (B.1)) e o tensor de Ricci (Eq. (B.6)) na
equac¸a˜o anterior, obtemos o escalar de Ricci:
R =
1
2
a0
2ηαβ
(
18a0
2∂βa0∂α + 6a0
3∂β∂αa0
)
=
1
2
a0
2
(
18a0
2∂αa0∂αa0 + 6a0
3∂α∂αa0
)
. (B.8)
Substituindo as Equac¸o˜es (B.6) e (B.8) na Eq. (B.2), obtemos:
1
2
(
18a0
2∂νa0∂µa0 + 6a0
3∂ν∂µa0
)
−1
4
a0
4ηµν
(
18a0
2∂αa0∂αa0 + 6a0
3∂α∂αa0
)
= 8piGTµν . (B.9)
Multiplicando a equac¸a˜o anterior por ηµν , obtemos finalmente a expressa˜o referente
a` Equac¸a˜o de Einstein para a me´trica na˜o perturbada:
1
2
(
18a0
2∂µa0∂µa0 + 6a0
3∂µ∂µa0
)
−a04
(
18a0
2∂αa0∂αa0 + 6a0
3∂α∂αa0
)
= 8piGT . (B.10)
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